 13. Όγκος στερεών-μονάδες όγκου

Ταυτότητα Σεναρίου

· Τίτλος: Όγκος στερεών - μονάδες όγκου - το κυβικό μέτρο - τα πολλαπλάσια του υποδιαιρέσεις -μετατροπές
· Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά
· Διδακτική Ενότητα: Μετρήσεις μεγεθών
· Τάξη: Α’ , Β’  Γυμνασίου
· Εκτιμώμενη Διάρκεια: 5 διδακτικές ώρες
Σύντομη ανασκόπηση σεναρίου
· Ιδέα που διέπει το σενάριο
Η ενασχόληση των μαθητών με τις δραστηριότητες του σεναρίου τους δίνει την ευκαιρία : 

Να αναπτύξουν στρατηγικές για τη μέτρηση του όγκου εμπλεκόμενοι  σε διαδικασίες πρόβλεψης και  υπολογισμού  του αριθμού των κύβων από τους οποίους αποτελούνται τα ορθογώνια. (1η δραστηριότητα Εικόνα 13_11)
Να διερευνήσουν το πρόβλημα υπολογισμού του μέγιστου όγκου ενός ορθογωνίου μοντελοποιώντας ένα πραγματικό πρόβλημα που τους δίνεται. (2η δραστηριότητα Εικόνα 13_12)
Να ασχοληθούν  με τη μέτρηση της χωρητικότητας και τις μονάδες μέτρησης του όγκου των υγρών. (3η δραστηριότητα Εικόνα 13_13)

Να διερευνήσουν τη σχέση της πλευράς του κύβου με τον όγκο του και να εξοικειωθούν με τη διαδικασία μέτρησης του όγκου ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με τη χρήση τρισδιάστατων σχημάτων, εικονικού χάρακα και του τύπου V=α.β.γ. (4η δραστηριότητα Εικόνα 13_13)
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Εικόνα 13_ 11
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Εικόνα 13_ 12
[image: image3.emf]


Εικόνα 13_ 13
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Εικόνα 13_ 14
· Τεχνολογικά εργαλεία που προτείνονται προς χρήση: 
Το Geometer’s Sketchpad  και ο Internet Explorer ή Firefox με ενεργοποιημένη την Java

Συσχέτιση γνωστικού αντικειμένου και Σεναρίου

Όγκος ενός στερεού αντικειμένου είναι ο χώρος που αυτό καταλαμβάνει .

Ο υπολογισμός του αριθμού των μονάδων όγκου που χρειάζονται, για να «γεμίσει το αντικείμενο» του οποίου τον όγκο θέλουμε να μετρήσουμε, μας δίνει το μέτρο του. 
Οι μαθητές δυσκολεύονται να αντιληφθούν πως υπάρχουν ορθογώνια παραλληλεπίπεδα διαφορετικών διαστάσεων αλλά ίδιου όγκου.

Στα πλαίσια του προτεινομένου σεναρίου, ο καθηγητής κατευθύνει τους μαθητές ώστε αυτοί: 
να  κατανοήσουν την έννοιας του όγκου  και της μέτρησής του με τον  καθορισμό του αριθμού των μοναδιαίων κύβων που χωρούν σε τρισδιάστατες απεικονίσεις στερεών, να μετρούν στερεά με τη χρήση αυθαίρετων μονάδων μέτρησης, να  διερευνήσουν τη σχέση μεταξύ των κυριότερων μονάδων μέτρησης όγκου και χωρητικότητας και να μετρούν τον όγκου του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είτε με τη βοήθεια διαδραστικών εφαρμογών είτε με υπολογισμό.
Οι μαθητές μέσω των αναπαραστάσεων και της εμπλοκής τους σε πραγματικά προβλήματα επινοούν στρατηγικές επίλυσης προβλήματος, κάνουν προβλέψεις και φτάνουν σε συμπεράσματα.

Οι διαδραστικές εφαρμογές (java applets) και το λογισμικό Geometer’ s Sketchpad χρησιμοποιήθηκαν για την τρισδιάστατη αναπαράσταση του κύβου και του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου , για τη διερεύνηση του μέγιστου όγκου ενός ορθογωνίου, για τη διερεύνηση των σχέσεων μεταξύ των κυριότερων μονάδων όγκου, των υποδιαιρέσεών τους, για τον έλεγχο της ορθότητας των μετατροπών  και για τον υπολογισμό του όγκου στερεών και υγρών.
Εκπαιδευτικές Δραστηριότητες

Γενικοί διδακτικοί στόχοι: 

· Να εμπεδώσουν την έννοια του όγκου και των μονάδων μέτρησης
Ειδικοί διδακτικοί στόχοι:

· Να κατανοήσουν   οι μαθητές ότι στερεά με διαφορετικό σχήμα μπορούν να έχουν τον ίδιο όγκο.

· Να αναγνωρίζουν τις ιδιότητες του όγκου.
· Να ανακαλύψουν έναν τύπο υπολογισμού του όγκου των ορθογωνίων 

· Να εμπλακούν οι μαθητές σε δραστηριότητες εύρεσης του όγκου ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, όταν είναι γνωστές οι διαστάσεις του. 

· Να επιλέγουν και να εφαρμόζουν τις  κατάλληλες μονάδες και εργαλεία   για τη μέτρηση του όγκου.

· Να αντιληφθούν διαισθητικά, πειραματιζόμενοι με τις προτεινόμενες διαδραστικές εφαρμογές και λύνοντας πραγματικά προβλήματα,  την έννοια του λίτρου (l) και του (ml), και τη σχέση τους με  το κυβικό μέτρο και τις υποδιαιρέσεις του.

· Να γνωρίσουν τις μονάδες μέτρησης του όγκου στο δεκαδικό μετρικό σύστημα και τις μεταξύ τους σχέσεις.

Προαπαιτούμενα 

Οι μαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν τις συμβατικές μονάδες μέτρησης μήκους,  εμβαδού επιφάνειας και όγκου στερεών.
Επίσης θα πρέπει ο εκπαιδευτικός και οι μαθητές να είναι εξοικειωμένοι με το περιβάλλον του Internet Explorer ή Firefox και του Geometer’s Sketchpad .
Χρονισμός εφαρμογής 

H εκπαιδευτική πρόταση στην ενότητα όγκος στερεών αποτελείται από 4 αυτόνομες δραστηριότητες . 

· Στην 1η Δραστηριότητα, που αποτελείται από 2 βήματα, οι μαθητές  εμπλέκονται σε διαδικασίες πρόβλεψης και  υπολογισμού  του αριθμού των κύβων από τους οποίους αποτελούνται τα ορθογώνια και της  κατανόησης της έννοιας του όγκου γενικότερα (εκτιμώμενη διάρκεια 1 διδακτική ώρα, από 25 λεπτά το κάθε βήμα).
· Στη 2η  Δραστηριότητα οι μαθητές θα διερευνήσουν το πρόβλημα υπολογισμού του μέγιστου όγκου ενός κιβωτίου που σχηματίζεται από την αναδίπλωση των πλευρών ενός ορθογωνίου χαρτονιού αφού πρώτα κοπούν από τις γωνίες του ιδίων διαστάσεων τετράγωνα. (εκτιμώμενη διάρκεια 2 διδακτικές ώρες, ερωτήματα από (α) έως (δ) 1 ώρα  και ερωτήματα   (ε), (στ) 1 ώρα.)
· Στην 3η  Δραστηριότητα, που αποτελείται από 2 βήματα, οι μαθητές ασχολούνται με τη μέτρηση της χωρητικότητας, και τις μονάδες μέτρησης του όγκου των υγρών (εκτιμώμενη διάρκεια 1 διδακτική ώρα, από 25 λεπτά το κάθε βήμα).

· Στην 4η  Δραστηριότητα εξάσκησης-εμπέδωσης, που αποτελείται από 3 βήματα, οι μαθητές ασχολούνται με τη διερεύνηση της σχέσης της πλευράς του κύβου με τον όγκο του και με τις κυριότερες μονάδες όγκου,  ασκούνται στην εφαρμογή του τύπου υπολογισμού του όγκου των ορθογωνίων και εμπεδώνουν  τις γνώσεις τους σχετικά με τις υποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου και τις μεταξύ τους σχέσεις (προβλεπόμενη διάρκεια 1 διδακτική ώρα, κατανεμημένη ισομερώς σε κάθε βήμα).
Σημείωση: Η προτεινόμενη σειρά των δραστηριοτήτων δεν είναι δεσμευτική.

Προετοιμασία 


Για την υλοποίηση της δραστηριότητας θα πρέπει να υπάρχει στο σχολικό εργαστήριο εγκατεστημένο το MS Office (Word, Excel), ο Internet Explorer ή Firefox με ενεργοποιημένη την Java.

Η χρήση του βιντεοπροβολέα για την επίδειξη της υλοποίησης των βημάτων από τον εκπαιδευτικό, θα βοηθούσε στην αποτελεσματικότερη ροή της δραστηριότητας. Το βοηθητικό υλικό για την υλοποίηση της δραστηριότητας από τους μαθητές βρίσκεται στο φάκελο ΕΝΟΤΗΤΑ_13 που θα πρέπει να αντιγράψει ο εκπαιδευτικός στο Φάκελο Τα Έγγραφα μου του κάθε υπολογιστή που θα χρησιμοποιήσουν οι μαθητές. Ολόκληρο το Φάκελο θα πρέπει επίσης να τον αντιγράψει στο Φάκελο Τα Έγγραφα μου στον υπολογιστή τον οποίο θα χρησιμοποιεί ο ίδιος σε συνδυασμό με τον βιντεοπροβολέα.
.
Ροή της δραστηριότητας

Δραστηριότητα 1: “ Μετρήστε τους κύβους.”

Βήμα 1ο (Διάρκεια 25 λεπτά)

	Ένας κατασκευαστής παιχνιδιών τοποθετεί τα μικρών διαστάσεων παιχνίδια του σε συσκευασίες που έχουν σχήμα κύβου (εικ. 13-1)                               
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Εικόνα 13_1
Για την αποστολή τους στο εμπόριο χρησιμοποιεί χαρτοκιβώτια διαφόρων διαστάσεων τα οποία τα κατασκευάζει από χαρτόνια όπως το παρακάτω(κιβώτιο Α, Πίνακας 13_1) με κατάλληλη αναδίπλωση
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Κιβώτιο Α                                                   Πίνακας 19_1

  Σας έχει ανατεθεί να βρείτε ένα τρόπο υπολογισμού του αριθμού των παιχνιδιών (εικ. 13-1) που χωρούν σε κάθε κιβώτιο το οποίο φτιάχνεται από χαρτόνια όπως τα Α, Β, Γ, Δ ή και σε άλλα αυτής της μορφής.

Για να απαντήσετε στα ερωτήματα, μπορείτε να χρησιμοποιείτε βοηθητικά την εφαρμογή (applet, Εικόνα 13_2) Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-1.html
[image: image11.emf]


Εικόνα 13_2
α) Εκτιμήστε καταρχήν τον αριθμό των κύβων που χωρούν στα χαρτοκιβώτια και μετά βρείτε δυο διαφορετικές προσεγγίσεις υπολογισμού.

Τι σχήμα έχουν τα κιβώτια; 

Κιβώτια

Α

Β

Γ

Δ

εκτίμηση αριθμού κύβων

Αριθμός κύβων

β) Μπορείτε να βρείτε ένα γενικότερο τρόπο υπολογισμού του αριθμού των κύβων που χωρούν στα χαρτοκιβώτια;

γ) Μπορείτε να διατυπώσετε κάποιον κανόνα προσδιορισμού του αριθμού των κύβων χρησιμοποιώντας τις διαστάσεις των κιβωτίων (μήκος-πλάτος-ύψος);



Στόχοι αυτής της δραστηριότητας είναι 

· Να μπορέσουν οι μαθητές να αντιληφθούν την έννοια του χώρου αυτών των ορθογωνίων καθώς και των κύβων που τα απαρτίζουν, με τη μελέτη των αναπτυγμάτων τους .
· Να αναπτύξουν οι μαθητές  στρατηγικές, ώστε να μπορούν να προβλέπουν και να υπολογίζουν σωστά τον αριθμό των κύβων από τους οποίους αποτελούνται τα ορθογώνια.

· Να ανακαλύψουν έναν τύπο υπολογισμού του όγκου των ορθογωνίων 

 H διαδραστική εφαρμογή (applet, Εικόνα 13_2)) Τα έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ ΕΝΟΤΗΤΑ_13-1.html ενθαρρύνει και υποστηρίζει τους μαθητές στην ανάπτυξη των οπτικών μετασχηματισμών που χρειάζονται για την επεξεργασία των ερωτημάτων της δραστηριότητας.

Η ενασχόληση των μαθητών με τα ερωτήματα της δραστηριότητας τους βοηθά να απαντήσουν το κεντρικό ερώτημα της δραστηριότητας «να βρεθεί ένας τρόπος υπολογισμού του αριθμού των παιχνιδιών(κύβων) που χωρούν σε κάθε χαρτοκιβώτιο το οποίο φτιάχνεται από χαρτόνια όπως τα Α, Β, Γ, Δ ή και σε άλλα αυτής της μορφής»  

α)  Οι απαντήσεις των μαθητών είναι πιθανόν να διαφέρουν.
 Ένας τρόπος προσέγγισης θα ήταν, πρώτα να  υπολογίσουν τον αριθμό των κύβων που αποτελούν μια σειρά, στη συνέχεια να μετρήσουν τον αριθμό των σειρών που αποτελούν ένα επίπεδο του κιβωτίου και τέλος να μετρήσουν τα επίπεδα από τα οποία αποτελείται το κιβώτιο. Παραδείγματος χάριν, για το κιβώτιο Α θα είχαμε 4 κύβους και 3 σειρές, επομένως 12 κύβοι για κάθε επίπεδο. Ο αριθμός των επιπέδων είναι 3 επομένως 12+12+12=36 κύβοι.

Εναλλακτικά  προτείνεται να χρησιμοποιήσουν το applet (Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-1.html ) και να κατασκευάσουν σταδιακά, να «κτίσουν» το κιβώτιο. Να ξεκινήσουν από ένα κύβο, να προχωρήσουν στην κατασκευή μιας σειράς, στη συνέχεια στη κατασκευή του πρώτου επιπέδου και τέλος στην κατασκευή και των 3 επιπέδων.

Στο τέλος της κατασκευής το σύστημα δίνει το συνολικό αριθμό των κύβων.

Ομοίως εργάζονται για τα κιβώτια Β, Γ και Δ.

	Κιβώτια
	Α
	Β
	Γ
	Δ

	Αριθμός κύβων
	36
	16
	48
	32


β) Ένας τρόπος θα ήταν, να μετρήσουμε τον αριθμό των κύβων που χρειάζονται, για να καλυφθεί ένα επίπεδο του κιβωτίου (εμβαδόν βάσης) και να τον πολλαπλασιάσουμε  τον με τον αριθμό των επιπέδων έτσι ώστε να «γεμίσει» το κιβώτιο (ύψος).

γ) Επομένως   Όγκος = μήκος ● πλάτος ● ύψος  

Βήμα 2ο  (Διάρκεια 25 λεπτά)
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	α)Φανταστείτε ένα κιβώτιο το οποίο χωράει το διπλάσιο αριθμό κύβων από ότι το κιβώτιο Β.(Πίνακας 13_1) Ποιες είναι οι πιθανές διαστάσεις αυτού του νέου κιβωτίου με το διπλάσιο όγκο; 

…………………………………………………………………………………………………

β) Αν το νέο κιβώτιο χωράει τον τετραπλάσιο αριθμό κύβων από ότι το κιβώτιο Β, ποιες είναι οι διαστάσεις του;

……………………………………………………………………………………………….

γ) Ποιες είναι οι διαστάσεις ενός κιβωτίου που έχει τον οχταπλάσιο όγκο από ό,τι το Β;

………………………………………………………………………………………………..

δ) Αν τριπλασιάσουμε τις διαστάσεις του κιβωτίου Γ, μπορείτε να προβλέψετε πόσες φορές θα είναι μεγαλύτερος ο όγκος αυτού του  κιβωτίου από τον όγκο του Γ;




α) Οι απαντήσεις των μαθητών είναι πιθανόν να διαφέρουν. Επειδή το κιβώτιο Β έχει διαστάσεις 2,4,2, δύο πιθανές απαντήσεις θα ήταν 2,8,2 ή 2,4,4, διπλασιάζουμε δηλαδή τη μία από τις 3 διαστάσεις του.

β)  Δύο πιθανές απαντήσεις θα ήταν 2,4,8 ή 4,4,4, διπλασιάζουμε  δηλαδή τις δύο από τις 3 διαστάσεις του ή πολλαπλασιάζουμε τη μια με το 4

γ) Παρομοίως μια από τις πιθανές απαντήσεις θα ήταν  4,4,8, διπλασιάζουμε δηλαδή και τις 3 διαστάσεις του.

Σε αυτό το σημείο μπορείτε να προτείνετε στους μαθητές να χρησιμοποιήσουν το applet και να κατασκευάσουν κιβώτια με διπλάσιο, τετραπλάσιο και οχταπλάσιο όγκο του αρχικού κιβωτίου Β.

δ)     Όγκος κιβωτίου Γ:

(4 • 4 • 3) = 48 κύβοι

Όγκος νέου κιβωτίου Γ :

(4 • 3) • (4 • 3) • (3 • 3) = (4 • 4 • 3) • (3 • 3 • 3) = 48 • 27 = 1,296 κύβοι 

Δηλαδή 33 = 27 φορές μεγαλύτερος από τον αρχικό όγκο. 

Δραστηριότητα 2
Βήμα 1ο (Διάρκεια 2 διδακτικές ώρες)

	Το πρόβλημα

Ένα εργοστάσιο που φτιάχνει καραμέλες έχει στην αποθήκη του χαρτόνια συσκευασίας σχήματος ορθογωνίου, με διαστάσεις  21 cm επί 28 cm , (στο μέγεθος ενός τυποποιημένου φύλλου χαρτιού Α4, σχήμα 13_1)

Σας ζητείται  να σχεδιάσετε ένα κιβώτιο (με βάση και τέσσερις πλευρές, χωρίς καπάκι) αφαιρώντας ένα τετράγωνο ιδίων διαστάσεων από κάθε γωνία του χαρτονιού (τα κίτρινα τετράγωνα στο σχήμα 1) και διπλώνοντας και κολλώντας τις πλευρές όπως στο σχήμα 13_2 .
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Σχήμα 13_1
[image: image14.emf]


Σχήμα 13_2


	Ποιο είναι  το μέγεθος της πλευράς των τετραγώνων που θα κόψετε προκειμένου να δημιουργηθεί ένα κιβώτιο που θα χωράει όσον το δυνατόν περισσότερες καραμέλες , δηλαδή να έχει το μέγιστο πιθανό όγκο;

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΜΕΣΩ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ

Ανοίξτε το αρχείο Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-2.gsp  και θα δείτε την  παρακάτω εικόνα 13_3
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¼ãêïò  = 3,03 êõâéêÝò ìïíÜäåò


Åìâáäüí ÅÆÇÈ =  5,38 ôåôñáãùíéêÝò ìïíÜäåò


Åìâáäüí ÆÑÓÇ = 1,61 ôåôñáãùíéêÝò ìïíÜäåò




x

x

x

1

Μεταβολέας μήκους μ

Μεταβολέας πλάτους π

2

1

2

3

Δ Γ

B A

Μεταβολέας αποκοπής X

Κ

Ρ

Σ

M

Ζ

Η

όγκος κουτιού

Mέγεθος αποκοπής

Ν

Θ

E

Παράληλη προβολή

Μελέτη του όγκου ΑΒΓΔ 

Μήκος χαρτονιού 

Πλάτος χαρτονιού  

Πλευρά της γωνίας που κόβεται 

Μεταβολέας μήκους μ: (2,68, 1,99)

Μεταβολέας πλάτους π: (-1,50, -2,48)

I: (2,68, -1,99)

F: (1,50, -2,48)

μ = 3,99  μονάδες

π = 3,01 μονάδες

S: (1,50, -3,19)

Μεταβολέας αποκοπής X: (0,94, -3,19)

Πρόσθεση  κίνησης

Χ = 0,56 μονάδες

Εμβαδόν ΘΗΚΝ = 1,06 τετραγωνικές μονάδες

Όγκος  = 3,03 κυβικές μονάδες

Εμβαδόν ΕΖΗΘ =  5,38 τετραγωνικές μονάδες

Εμβαδόν ΖΡΣΗ = 1,61 τετραγωνικές μονάδες


Εικόνα 13_ 3

	Στο επάνω μέρος της εικόνας φαίνεται το γεωμετρικό μοντέλο που αναπαριστά το πρόβλημα σε κλίμακα 1:7 (διαστάσεις 3 επί 4) καθώς και η τρισδιάστατη αναπαράστασή του, ενώ κάτω  φαίνεται το αναλυτικό μοντέλο (γραφική παράσταση) που αναπαριστά τη σχέση του μήκους της πλευράς Χ του τετραγώνου που κόβεται, με τον όγκο του κουτιού ΑΒΓΔ που σχηματίζεται όταν αναδιπλωθούν κατάλληλα οι πλευρές του.
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ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΚΟΤΗΤΕΣ

· Μετακινώντας το σημείο "μεταβολέας αποκοπής" μεταβάλλεται η πλευρά Χ  του τετραγώνου που αποκόπτεται .

· Μετακινώντας το "σημείο μεταβολέας" πλάτους μεταβάλλεται η πλευρά ΔΓ  του χαρτονιού.

· Μετακινώντας το σημείο "μεταβολέας μήκους" μεταβάλλεται η πλευρά ΒΓ  του χαρτονιού.

· Το σημείο Μ στη γραφική παράσταση έχει τετμημένη το μήκος Χ ενώ τεταγμένη τον όγκο του κουτιού



	α) Μετακινείστε το σημείο "μεταβολέας αποκοπής" και παρατηρείστε τι συμβαίνει στο ΑΒΓΔ και στην αναπαράστασή του. Προσπαθήστε να ερμηνεύσετε τη γραφική παράσταση της μεταβολής του όγκου.

Μπορείτε εναλλακτικά να πατήσετε το κουμπί «πρόσθεση κίνηση»ς.

………………………………………………………………………………………………………………………………………………
β) Διατηρώντας σταθερά το μήκος μ = 4 και το πλάτος π = 3 του ΑΒΓΔ ,μπορείτε να βρείτε για ποια τιμή του Χ ο όγκος παίρνει τη μέγιστη τιμή του; (τιμές κατά προσέγγιση). Ποια είναι η  θέση του σημείου Μ της γραφικής παράστασης;

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………
γ) Πού πρέπει να βρίσκεται το Μ για να πάρει ο όγκος την ελάχιστη τιμή;

Ποια είναι η τιμή του Χ σε αυτές τις θέσεις ; Προσπαθήστε να δώσετε μια εξήγηση.

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………
δ) Μπορείτε να γράψετε έναν τύπο που θα υπολογίζει τον όγκο σε συνάρτηση του μ, π, .Χ;

………………………………………………………………………………………………………………………………………………
ε) Αλλάξτε το μεγέθους του χαρτονιού μεταβάλλοντας τις διαστάσεις του ΑΒΓΔ και διερευνήστε τη μεταβολή του όγκου για αυτά τα διαφορετικά μεγέθη του χαρτονιού, όπως π.χ την περίπτωση που το χαρτόνι είναι τετράγωνο. Συζητείστε και διερευνήστε επίσης την περίπτωση που το εργοστάσιο θα ήθελε να κατασκευάσει κιβώτια σε μορφή κύβου.

στ) Το εργοστάσιο θέλει να κατασκευάσει και ένα κουτί του οποίου το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ να είναι το ίδιο με το εμβαδόν των δύο πλευρών (είτε με το εμβαδόν του ΖΡΣΗ είτε με το εμβαδόν του ΘΗΚΝ). Είναι αυτό πιθανό;; Τι  παρατηρείτε για την τιμή του Χ ; Τι συμβαίνει με τον όγκο;

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………




Σε αυτήν τη δραστηριότητα οι μαθητές θα διερευνήσουν το πρόβλημα υπολογισμού του μέγιστου όγκου ενός κιβωτίου που σχηματίζεται από την αναδίπλωση των πλευρών ενός ορθογωνίου χαρτονιού, αφού πρώτα κοπούν από τις γωνίες του ιδίων διαστάσεων τετράγωνα.

Χρησιμοποιώντας το λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας Geometer’s Sketchpad, οι μαθητές θα εξετάσουν τις πιθανές λύσεις και θα διερευνήσουν άλλες παραλλαγές αυτού του προβλήματος.

Η μοντελοποίηση του προβλήματος επιτρέπει στους μαθητές να διαμορφώσουν το μέγεθος του χαρτονιού, το μέγεθος της πλευράς των τετραγώνων που αποκόπτονται από τις γωνίες και να υπολογίζουν το εμβαδόν και τον όγκο των κιβωτίων που δημιουργούνται. Οι μαθητές μέσω των αναπαραστάσεων και της εμπλοκής τους σε πραγματικά προβλήματα επινοούν στρατηγικές επίλυσης προβλήματος, κάνουν προβλέψεις και φτάνουν σε συμπεράσματα.

Προτείνεται οι μαθητές , αφού χωριστούν σε ομάδες, να ανοίξουν το αρχείο Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-2.gsp και να εξοικειωθούν με τη λειτουργικότητα της εφαρμογής παρατηρώντας τους μετασχηματισμούς των κιβωτίων και την τρισδιάστατη αναπαράσταση τους. 

Κατά τις αναπροσαρμογές στη επιφάνεια της εφαρμογής εμφανίζονται πληροφορίες για τα μέτρα του Χ , των εμβαδών της βάσης και των πλευρών του κιβωτίου καθώς και του όγκου του .

Κατά την ενασχόληση των μαθητών με τα τέσσερα πρώτα ερωτήματα της εργασίας, το μέγεθος του χαρτονιού διατηρείται σταθερό ( 3 επί 4,  με πραγματικές διαστάσεις 27 επί 28) . Οι μαθητές μετακινούν το σημείο "μεταβολέας αποκοπής" και αλλάζουν το μέγεθος των γωνιών που πρόκειται να αποκόψουν και δοκιμάζουν διάφορες στρατηγικές επίλυσης.

Τα ερωτήματα (ε), (στ) είναι  παραλλαγές αυτού του προβλήματος. Με το ερώτημα (ε) επιχειρείται  η γενίκευση των συμπερασμάτων των προηγουμένων ερωτήσεων και με (στ) η σύνδεση με την ενότητα «υπολογισμός εμβαδού ορθογωνίου παραλληλογράμμου». 

Πρέπει επίσης να επισημανθεί η αναγκαιότητα του ελέγχου των προτάσεων που διατυπώνονται με βάση τις οπτικές αναπαραστάσεις, με τη δημιουργία ανάλογων προβληματισμών στο μαθητή δίνοντας έτσι αξία στο ρόλο της απόδειξης.

Απαντήσεις σχετικά με τις εργασίες

α) Μετακινείστε το σημείο "μεταβολέας αποκοπής" και παρατηρείστε τι συμβαίνει στο ΑΒΓΔ και στην αναπαράστασή του. Προσπαθήστε να ερμηνεύσετε τη γραφική παράσταση της μεταβολής του όγκου.

Μπορείτε εναλλακτικά να πατήσετε το κουμπί «πρόσθεση κίνησης».

Οι μαθητές παρατηρούν ότι, καθώς το X αλλάζει, μεταβάλλεται το μέγεθος των τετραγώνων που αποκόπτονται,  το κιβώτιο αλλάζει σχήμα και στη γραφική παράσταση τα ίχνη του σημείου Μ, που αναπαριστάνει τη μεταβολή όγκου- μέτρου Χ,  σχηματίζουν μια καμπύλη. Παρατηρώντας το μέτρο του όγκου και την πορεία του Μ διαπιστώνουν ότι ο όγκος γίνεται μέγιστος, όταν το Μ διέρχεται από το ψηλότερο σημείο της καμπύλης. 

β) Διατηρώντας σταθερά το μήκος μ = 4 και το πλάτος π = 3 του ΑΒΓΔ, μπορείτε να βρείτε για ποια τιμή του Χ ο όγκος παίρνει την μέγιστη τιμή του; (τιμές κατά προσέγγιση). Ποια είναι η  θέση του σημείου Μ της γραφικής παράστασης;

Για Χ = 0,53 μονάδες ο όγκος γίνεται  V= 0,03 κυβ. μονάδες και το Μ βρίσκεται στο ψηλότερο σημείο της γραφικής παράστασης.

γ) Πού πρέπει να βρίσκεται το Μ για να πάρει ο όγκος την ελάχιστη τιμή;

Ποια είναι η τιμή του Χ σε αυτές τις θέσεις ; Προσπαθήστε να δώσετε μια εξήγηση.

Ο όγκος μηδενίζεται στα σημεία που η γραφική παράσταση τέμνει τον χχ΄  δηλαδή το Μ βρίσκεται πάνω στον χχ΄ . Αυτό συμβαίνει, όταν το Χ γίνεται 0 και όταν το Χ γίνεται ίσο με το μισό του μέτρου του πλάτους του χαρτονιού, π-2Χ=0  και  Χ=1,5.

Παρατηρώντας οι μαθητές την τρισδιάστατη αναπαράσταση του κιβωτίου, διαπιστώνουν ότι στη μεν πρώτη περίπτωση το κιβώτιο «εξαφανίζεται» ενώ στη  δεύτερη  οι τρεις διαστάσεις γίνονται δύο και επομένως είναι αδύνατη η κατασκευή κιβωτίου. 

δ) Μπορείτε να γράψετε έναν τύπο που θα υπολογίζει τον όγκο σε συνάρτηση του μ, π, .X;

Ο όγκος είναι ίσος με το εμβαδόν βάσης(ΑΒΓΔ) επί ύψος X. 

Επομένως V=(μ-2Χ).(π-2Χ).Χ

ε) Αλλάξτε το μέγεθος του χαρτονιού, μεταβάλλοντας τις διαστάσεις του ΑΒΓΔ και διερευνήστε τη μεταβολή του όγκου για αυτά τα διαφορετικά μεγέθη του χαρτονιού, όπως π.χ την περίπτωση που το χαρτόνι είναι τετράγωνο. Συζητείστε και διερευνήστε επίσης την περίπτωση που το εργοστάσιο θα ήθελε να κατασκευάσει κιβώτια σε μορφή κύβου.  

Με το ερώτημα αυτό οι μαθητές παρατηρούν ότι σε κάθε περίπτωση ο  μέγιστος όγκος θα ποικίλει αλλά οι σχέσεις μεταξύ των ποσοτήτων θα είναι παρόμοιες. Προτείνετε στους μαθητές να εξετάσουν αν ισχύει η εικασία του ερωτήματος 3 στην περίπτωση που το χαρτόνι είναι τετράγωνο.

στ) Το εργοστάσιο θέλει να κατασκευάσει και ένα κουτί του οποίου το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ να είναι το ίδιο με το εμβαδόν των δύο πλευρών (είτε με το εμβαδόν του ΖΡΣΗ είτε με το εμβαδόν του ΘΗΚΝ). Είναι αυτό πιθανό; Τι  παρατηρείτε για την τιμή του Χ ; Τι συμβαίνει με τον όγκο;

Ενθαρρύνετε τους μαθητές να πειραματιστούν με το μοντέλο αλλάζοντας τα μεγέθη του χαρτονιού και το τετράγωνο αποκοπής. Οι πληροφορίες για τις τιμές των εμβαδών ΕΖΗΘ, ΖΡΣΘ, ΘΗΚΝ δίνονται από το σύστημα. 

Παροτρύνετε τους μαθητές να καταγράφουν  τις σωστές απαντήσεις και βοηθήστε τους να οργανώσουν τις πληροφορίες σε ένα πίνακα για τη μετέπειτα διεξαγωγή συμπερασμάτων.

Μια πιθανή προσέγγιση της λύσης του προβλήματος θα μπορούσε να ήταν η εξής:

Διατηρώντας τις ίδιες διαστάσεις  του χαρτονιού π=3 , μ=4 και μεταβαλλόντας μόνο το Χ οι μαθητές παρατηρούν ότι  για Χ ≈1 το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ γίνεται  ίσο με το εμβαδόν του ΖΡΣΗ και για  Χ ≈1,3 το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ γίνεται  ίσο με το εμβαδόν του ΘΗΚΝ.

Αλλάζοντας τις διαστάσεις σε π= 4 και μ=3 παρατηρούν ότι  για Χ ≈1,3 το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ γίνεται  ίσο με το εμβαδόν του ΖΡΣΗ και για  Χ ≈1 το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ γίνεται  ίσο με το εμβαδόν του ΘΗΚΝ πιθανολογώντας ότι  για Χ= π/3 το εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ γίνεται  ίσο με το εμβαδόν του ΖΡΣΗ και για Χ=μ/3 ο εμβαδόν της βάσης ΕΖΗΘ γίνεται  ίσο με το εμβαδόν του ΘΗΚΝ. Σε κάθε μία  από τις δυο περιπτώσεις ο όγκος δε γίνεται ποτέ μέγιστος.

Παρακινείστε τους μαθητές να διερευνήσουν αν η προηγούμενη εικασία ισχύει και για άλλα μεγέθη του χαρτονιού, παραδείγματος χάριν για μ = 4,5 και π=3,6 (Χ=1,5 και Χ=1,2 αντίστοιχα) .

Σημείωση για την απόδειξη της εικασίας:

ΕΕΖΗΘ = Ε ΖΡΣΗ ,  (μ-2Χ)(π-2Χ)=(μ-2Χ).Χ, για μ>2Χ τότε π-2Χ=Χ άρα  Χ=π/3. Ομοίως  ΕΕΖΗΘ = Ε ΘΗΚΝ  για π>2Χ το Χ=μ/3

Διευκρινήσεις σχετικά με τη  λειτουργικότητα του μοντέλου

Σχετικά με τις μετρήσεις, θα πρέπει να διευκρινισθεί ότι, επειδή το μοντέλο είναι σχεδιασμένο σε κλίμακα σε σχέση με το πραγματικό μέγεθος του χαρτονιού, οι μετρήσεις βασίζονται στους μετασχηματισμούς των εικονοστοιχείων (pixels) του συστήματος και προσεγγίζονται το μήκος από μονάδες και το εμβαδόν και ο όγκος από τετραγωνικές και κυβικές μονάδες αντίστοιχα. Μια σχετική απόκλιση είναι επίσης δυνατόν να παρατηρηθεί.

Οι μαθητές θα παρατηρήσουν ότι για κάποιες ακραίες τιμές του Χ το γεωμετρικό μοντέλο δεν αναπαριστά το πραγματικό. Παραδείγματος χάριν δεν είναι πρακτικά εφαρμόσιμη η κατασκευή κιβωτίων, όταν τα τετράγωνα που αποκόπτουμε έχουν  πλευρές μικρότερες από το μισό του πλάτους ( π = 3 , Χ<=1,5, εικόνα 13_9, 10 ) ή το μισό του μήκους.

Θα παρατηρήσουν επίσης  ότι το γαλάζιο ορθογώνιο που αντιπροσωπεύει τη βάση του κιβωτίου «εξαφανίζεται» ,μόλις πλησιάζει η τιμή του Χ στο 0 καθώς και ο όγκος πλησιάζει στο μηδέν πολύ γρήγορα.
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Εικόνα 13_9
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Εικόνα 13_10


Δραστηριότητα 3: “ Μέτρηση του όγκου των υγρών”
Βήμα 1ο (Διάρκεια 25 λεπτά)

	Στα ράφια ενός supermarket υπάρχουν οι εξής συσκευασίες χυμού 125 ml, 200 ml, 0,5 l , 1 l με τιμές 0,6 ευρώ, 0,9 ευρώ , 2 ευρώ και 4 ευρώ αντίστοιχα.(Εικόνα 13_4)
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125 ml   0,6€

200 ml  0,9€

0,5 l    2€

1l     4€

Εικόνα 13_ 4
Συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα και βρείτε ποια συσκευασία είναι οι οικονομικότερη για τη αγορά ενός λίτρου χυμού συνολικά;

Αριθμός κουτιών στο λίτρο

Τιμή μονάδας

Σύνολο

125 ml

0,6

200 ml

0,9

0.5 l

2

1 l

4




Σε αυτήν τη δραστηριότητα οι μαθητές ασχολούνται με τη μέτρηση της χωρητικότητας, με την έννοια του λίτρου l και του χιλιοστόλιτρου ml 

Οι μαθητές λύνουν ένα πραγματικό πρόβλημα συγκρίνοντας τις χωρητικότητες διαφόρων συσκευασιών φυσικού χυμού με ένα μεγάλο οικογενειακό του 1 λίτρου και διερευνούν ποια είναι η πιο συμφέρουσα τιμή αγοράς συμπληρώνοντας τον πίνακα.

	
	Αριθμός κουτιών στο λίτρο
	Τιμή μονάδας
	Σύνολο

	125 ml
	8
	0,6
	4,8€

	200 ml
	5
	0,9
	4,5€

	0.5 l
	2
	2
	4€

	1 l
	1
	4
	4€


Παρατηρούμε ότι η οικονομικότερη συσκευασία  για τη αγορά ενός λίτρου χυμού συνολικά είναι αυτή του ενός λίτρου ή 2 του 0,5 l.

Βήμα 2ο (Διάρκεια 25 λεπτά)

	α) Αν αδειάζαμε τη συσκευασία του 1l σε έναν κύβο πλευράς 1 dm (10cm),  πόσο όγκο θα καταλάμβανε; Σε τι ύψος θα έφθανε; 

 1000 cm3     1000 dm3     1 dm3  
         Ύψος:………..

β) Αν αδειάζαμε τη συσκευασία του 0,5 l σε έναν κύβο πλευράς 1 dm (10cm) πόσο όγκο θα καταλάμβανε; Σε τι ύψος θα έφθανε; ;

       500 cm3       0,5 cm3        0,5 cm3          Ύψος:………..

(Κυκλώστε τις σωστές απαντήσεις
Για να επιβεβαιώσετε τις απαντήσεις σας ανοίξτε το αρχείο λίτρα Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-3.html  και πειραματιστείτε σέρνοντας το μεταβολέα-γέμισμα (Εικόνα 13_ 5)
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Εικόνα 13_ 5


Οι μαθητές διερευνούν τις σχέσεις των μονάδων μέτρησης όγκου των υγρών με τις μονάδες μέτρησης όγκου στερεών και συγκεκριμένα τις αντιστοιχίες  λίτρου και κυβικού δεκατόμετρου, χιλιοστομέτρου και κυβικού εκατοστού καθώς και τις μεταξύ τους σχέσεις

 α) 1000 cm3  ,  1 dm3     ύψος 10cm β)  500 cm3 , ύψος 5cm  

γ) 200 cm3  ,  ύψος 2cm
Για την κατανόηση των παραπάνω, τούς δίνεται η εφαρμογή λίτρα Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-3.html με τη βοήθεια της οποίας οπτικοποιούν το άδειασμα 1 λίτρου υγρού σε έναν κύβο όγκου 1dm3 και ανακαλύπτουν τη σχέση του ύψους του γεμίσματος με τον καταλαμβανόμενο όγκο .

Δραστηριότητα 4: “ Κυριότερες μονάδες όγκου”
Βήμα 1ο (Διάρκεια 15 λεπτά)

	 Παρατηρείστε τα παρακάτω σχήματα (εικόνα 13_6)και απαντήστε στις ερωτήσεις:

[image: image24.emf]

                 [image: image25.emf]


Εικόνα 13_ 6
α) Ένα κυβικό μέτρο 1m3 είναι ο όγκος ενός κύβου με πλευρά …………………m

β) Ένα κυβικό εκατοστό 1cm3 είναι ο όγκος ενός κύβου με πλευρά ……………………cm

γ) Ένα κυβικό μέτρο 1m3 =(     )cm . (    )cm . (    )cm =………………….. cm3



Σε αυτό το βήμα οι μαθητές εμπεδώνουν τις γνώσεις τους σχετικά με τις κυριότερες μονάδες όγκου.
α) Ένα κυβικό μέτρο 1m3 είναι ο όγκος ενός κύβου με πλευρά 1 m
β) Ένα κυβικό εκατοστό 1cm3 είναι ο όγκος ενός κύβου με πλευρά 1 cm
γ) Ένα κυβικό μέτρο 1m3 =(100)cm . (100)cm . (100 )cm =1000000 cm3
Βήμα 2ο (Διάρκεια 15 λεπτά)

	Ανοίξτε την εφαρμογή κύβος (Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-4.html) (Εικόνα 13_7) συμπληρώστε τον πίνακα 13_2 και απαντήστε στα ερωτήματα:

[image: image26.png]KAIK £5G




Εικόνα 13_ 7
Πίνακας 13_2

πλευρά

(σε cm )
Όγκος

(σε cm3)
1

2

3

4

5

6

α) Αν διπλασιασθεί η πλευρά ενός κύβου, διπλασιάζεται και ό όγκος του;

β) Αν όχι, τότε ποια είναι η σχέση που συνδέει την πλευρά του κύβου με τον όγκο του; 


	πλευρά

(σε cm )
	Όγκος

(σε cm3)

	1
	1 cm3

	2
	8 cm3

	3
	27 cm3

	4
	64 cm3

	5
	125 cm3

	6
	216 cm3


α) Αν διπλασιασθεί η πλευρά ενός κύβου, τότε δε διπλασιάζεται και ό όγκος του, πχ κύβος με πλευρές 2 και 4;

β) η σχέση που συνδέει την πλευρά του κύβου με τον όγκο του είναι V = a3  

Βήμα 3ο (Διάρκεια 15 λεπτά)

	Ανοίξτε την εφαρμογή ογκομέτρηση (Εικόνα 13_8) Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-5.html και υπολογίστε τον όγκο των ορθογωνίων, μετρώντας τις διαστάσεις με το χάρακα  και εφαρμόζοντας τον τύπο V=α.β.γ

[image: image27.emf]


Εικόνα 13_ 8
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	Οδηγίες

· μετρήστε με τον χάρακα τις διαστάσεις του ορθογωνίου (κάντε διπλό κλικ στη αρχή του χάρακα στο σημείο 0) 

· εφαρμόστε τον τύπο V= α.β.γ 

· βάλτε το αποτέλεσμα σε cm3 ή σε mm3 στο κουτάκι και πατήστε Enter 

· μετακινείστε την ένδειξη cm3 ή mm3 στον κίτρινο κύκλο επάνω δεξιά και δείτε το αποτέλεσμα (σωστό ή λάθος) 

· στη περίπτωση λάθους ξεκινήστε από την αρχή 
· Για να δείτε πώς, ανοίξτε το βίντεο  Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\video13_1.html


Οι μαθητές ανοίγουν την εφαρμογή ογκομέτρηση   Τα Έγγραφα μου \ΕΝΟΤΗΤΑ_13\ΕΝΟΤΗΤΑ_13-5.html
και υπολογίζουν τον όγκο των ορθογωνίων μετρώντας τις διαστάσεις με το χάρακα  και εφαρμόζοντας τον τύπο V=α.β.γ

Για το χειρισμό της μπορούν να δουν το σχετικό βίντεο ΑΡΧΕΙΑ_ΕΝΟΤΗΤΑΣ_13\video13_1.html

Προτάσεις για επεκτάσεις ή διαφοροποιήσεις

Υπολογισμός όγκου πρισμάτων με βάσεις κανονικά πολύγωνα των οποίων το εμβαδόν βάσης υπολογίζεται εύκολα 
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Διευθύνσεις στο Διαδίκτυο:
Σε περίπτωση που οι παρακάτω παραπομπές σε συγκεκριμένες διευθύνσεις στο Internet δεν ισχύουν θα πρέπει να αναζητήσετε με λεκτικό τρόπο τις νέες διευθύνσεις μέσω κάποιας μηχανής αναζήτησης.
· www.e-yliko.sch.gr  
Εκπαιδευτική Πύλη του ΥΠΕΠΘ
Δικτυακός τόπος με προτάσεις διδασκαλίας, υποστηρικτικό υλικό και εγκεκριμένο λογισμικό για τη διδασκαλία μαθημάτων όλων σχεδόν των ειδικοτήτων  

(λεκτική αναζήτηση e-yliko)
·  http://www.exploremath.com/  (λεκτική αναζήτηση exploremath)
Στο ExploreMath.com, οι μαθητές  και οι εκπαιδευτικοί θα βρουν μια πλούσια συλλογή εύχρηστων διαδραστικών δραστηριοτήτων Shockwave Flash συνοδευμένων από τα αντίστοιχα σχέδια μαθημάτων.

Αυτές οι δραστηριότητες επιτρέπουν τον πειραματισμό και την  εξερεύνηση των μαθηματικών εννοιών 

Πολύ καλός δικτυακός τόπος για online διδασκαλία, αφού παρέχει στους μαθητές και τους εκπαιδευτικούς τα εργαλεία, για να εκμεταλλευθούν την πλήρη ισχύ του Διαδικτύου και να μάθουν-βελτιώσουν πολλές από τις Μαθηματικές έννοιες.

· Primary Resources: Maths: Measures, Shape & Space: Measures
Είναι ένας δικτυακός τόπος για τους εκπαιδευτικούς και μαθητές με ιδέες και υλικό για τη μέτρηση της επιφάνειας και του όγκου .Περιλαμβάνει σχέδια μαθήματος και διαδραστικές εφαρμογές,(λεκτική αναζήτηση Primary Resources και μετά Capacity / Volume, Mass / Weight) 
· Surface Area and Volume
Αυτή η διαδραστική σελίδα χρησιμοποιεί ένα applet για την τρισδιάστατη παρουσίαση στερεών και τη διερεύνηση των ιδιοτήτων της επιφάνειας και του όγκου. Περιλαμβάνει αναλυτικές οδηγίες και σχέδιο μαθήματος,( λεκτική αναζήτηση (shodor.org/interactivate και μετά από το learner activities επιλέγουμε Surface Area and Volume) 
· How High? - NLVM(Volume and Space) 
Διαδραστική σελίδα για τη διερεύνηση του όγκου των υγρών με σχέδια μαθήματος 

(λεκτική αναζήτηση National Library of Virtual Manipulative και μετά Measurements- How High?) 
Έργο ΠΛΕΙΑΔΕΣ/ Νηρηίδες, Γ΄ ΚΠΣ
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