4. Μέτρηση του κύκλου
Ταυτότητα Σεναρίου

· Τίτλος: Μέτρηση (του μήκους) του κύκλου.
· Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά.
· Διδακτική Ενότητα: Μέτρηση του κύκλου.
· Τάξη: Β΄ Γυμνασίου.
· Εκτιμώμενη Διάρκεια: 2 Διδακτικές ώρες.
Σύντομη ανασκόπηση σεναρίου
· Ιδέα που διέπει το σενάριο
Το σενάριο είναι βασισμένο σε μία ιδέα μετατροπής των τροχών ενός (παιχνιδιού) αυτοκινήτου ώστε να έχουν καλύτερη πρόσφυση σε ολισθηρό έδαφος.
Με την μετατροπή των τροχών του αυτοκινήτου του μικρού εφευρέτη, μας δίνεται η ευκαιρία να υπολογίσουμε και να συγκρίνουμε την περίμετρο του πολυγώνου που έχει κορυφές τα διακριτά σημεία επαφής (με το έδαφος) του νέου τύπου τροχού με το μήκος του αρχικού κυκλικού τροχού.
Οι μαθητές/τριες μπορούν να παρατηρήσουν ότι ενώ η περίμετρος κανονικού 
ν-γώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο προσεγγίζει με μεγαλύτερη ακρίβεια (όσο το ν μεγαλώνει) το μήκος του, είναι πάντα μικρότερη από αυτό.
Η τελευταία παρατήρηση οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η διαδικασία υπολογισμού του μήκους του κύκλου είναι ατέρμονη, καθώς προκειμένου να μετρήσουμε το μήκος του κύκλου μπορούμε να αρκεσθούμε στον υπολογισμό της περιμέτρου εγγεγραμμένου σε αυτόν ενός κανονικού πολυγώνου αλλά αν χρησιμοποιήσουμε πολύγωνα με περισσότερες πλευρές θα έχουμε καλύτερες προσεγγίσεις.
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· Τεχνολογικά εργαλεία που προτείνονται προς χρήση: 
The Geometer’s Sketchpad 4.07
Microsoft Word.
Συσχέτιση γνωστικού αντικειμένου και Σεναρίου

Στην παραδοσιακή διδασκαλία της ενότητας αυτής οι μαθητές/τριες εκφράζουν απορίες του τύπου:
1. Πώς μπορούμε να μετρήσουμε μία καμπύλη γραμμή χρησιμοποιώντας  ένα  ευθύγραμμο μέτρο;
2. Γιατί ο αριθμός π έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία;
3. Πόσα δεκαδικά ψηφία του αριθμού π χρησιμοποιούμε κάθε φορά που εφαρμόζουμε τον γνωστό τύπο υπολογισμού του μήκους του κύκλου;
4. Στην διαδικασία υπολογισμού του μήκους κύκλου με την βοήθεια κανονικών πολυγώνων, ποιο είναι το κατάλληλο ν-γωνο για την ακριβέστερη μέτρηση του μήκους του περιγεγραμμένου του κύκλου;
Με το σενάριο αυτό οι μαθητές/τριες θα διαπιστώσουν (εποπτικά) αντίστοιχα ότι:  
1. Η κύλιση του κύκλου σε μία ευθεία είναι ο ακριβέστερος πρακτικός τρόπος υπολογισμού του μήκους του και όπου αυτό δεν είναι εφικτό , μπορούμε να μετρήσουμε (κατά προσέγγιση) το μήκος ενός κύκλου χρησιμοποιώντας εγγεγραμμένα σε αυτόν κανονικά πολύγωνα. 
2. Ο αριθμός π , που ορίζεται ως το μήκος του κύκλου προς την διάμετρο του, (και είναι ίδιος για όλους τους κύκλους) εμπλέκεται άμεσα στην παραπάνω ατέρμονη διαδικασία γεγονός που εξηγεί τα άπειρα δεκαδικά του ψηφία.

3. Η τελειότητα μιας μέτρησης με τον παραπάνω τρόπο δεν επιτυγχάνεται ποτέ , (ατέρμονη διαδικασία) , ωστόσο δεν έχει πρακτικό ενδιαφέρον από κάποιο σημείο και μετά. (Το σημείο αυτό εξαρτάται από την ακτίνα του κύκλου και την επιθυμητή ακρίβεια). Το ίδιο συμβαίνει και με τους υπολογισμούς όπου εμπλέκεται ο αριθμός π. Δεν έχει νόημα σε συνηθισμένα προβλήματα υπολογισμού του μήκους κύκλων μικρής ακτίνας να θεωρούμε τον π με περισσότερα από δύο δεκαδικά ψηφία, ενώ σε προβλήματα υπολογισμού μήκους κύκλων μεγάλης ακτίνας (Αστρονομία) ο αριθμός π θα πρέπει να ληφθεί ίσως και με αρκετές εκατοντάδες ή χιλιάδες δεκαδικά ψηφία.
4. Οι μετρήσεις των περιμέτρων εγγεγραμμένων κανονικών ν-γώνων σε κύκλο προσεγγίζουν καλύτερα το μήκος του όσο αυξάνουμε τον ν. Πάντως σε μικρούς κύκλους (ακτίνας πχ 2 εκατοστών) δεν έχει νόημα να χρησιμοποιήσουμε 30-γωνο που ίσως είναι απαραίτητο να χρησιμοποιηθεί στην περίπτωση κύκλου ακτίνας μερικών μέτρων.
Τα αρχεία *.gsp και .gif που χρησιμοποιούνται συμβάλλουν καθοριστικά στην κατανόηση των παραπάνω επισημάνσεων.
Οι απαντήσεις στα παραπάνω ερωτήματα βέβαια δεν έχουν μαθηματική πληρότητα (δεν είναι επιθυμητή για το επίπεδο αυτό) αλλά είναι περιγραφικές.
Εκπαιδευτικές Δραστηριότητες
Δραστηριότητα: “ Ο μικρός Εφευρέτης”
Γενικοί διδακτικοί στόχοι: 

· Σύνδεση της Μαθηματικής θεωρίας με την πραγματικότητα. 
· Οι οριακές διαδικασίες στα Μαθηματικά και η σύνδεση τους με εφαρμογές της Φυσικής της Τεχνολογίας κλπ.
Ειδικοί διδακτικοί στόχοι:

· Να γνωρίσουν έναν ακριβή τρόπο μέτρησης του κύκλου (Κύλιση) 
· Να γνωρίσουν έναν ατέρμονα τρόπο μέτρησης του κύκλου που οδηγεί στον άρρητο αριθμό π. 
· Να εκτιμήσουν  πόσα δεκαδικά ψηφία του π πρέπει να χρησιμοποιούν κάθε φορά που τον χρησιμοποιούν στον τύπο υπολογισμού του μήκους ενός κύκλου.
Προαπαιτούμενα 

· Να έχουν διδαχθεί και να είναι γνωστά η ενότητα που αναφέρεται στον υπολογισμό του κύκλου από το αντίστοιχο σχολικό εγχειρίδιο, ο ορισμός του αριθμού π και ο τρόπος υπολογισμού του μήκους του κύκλου με την μέθοδο της μέτρησης της περιμέτρου (σε αυτόν) εγγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων. 

· Η έκφραση «Η μέτρηση προσεγγίζει καλύτερα ή είναι ακριβέστερη από μια προηγούμενη» σημαίνει ότι η διαφορά της μέτρησης από το πραγματικό μέγεθος που μετρούμε είναι μικρότερη από την αντίστοιχη διαφορά της προηγούμενης μέτρησης.

· Επιθυμητός αλλά όχι απαραίτητος ο βασικός χειρισμός του λογισμικού γεωμετρίας Sketchpad.
Χρονισμός εφαρμογής 
Η πρώτη διδακτική ώρα μπορεί να διατεθεί στην εξήγηση του προβλήματος και την εκτέλεση των βημάτων 1 και 2.

Η δεύτερη διδακτική ώρα μπορεί να διατεθεί στην εκτέλεση των βημάτων 3 και 4 και στον σχολιασμό ερωτήσεων που μπορεί να προκύψουν.

Προετοιμασία 
Στους υπολογιστές των μαθητών πρέπει  να είναι εγκατεστημένο  το λογισμικό: The Geometer’s Sketchpad. Αυτονόητο ότι πρέπει να είναι διαθέσιμο ένα πρόγραμμα επεξεργασίας κειμένου.

Η χρήση του βιντεοπροβολέα για την επίδειξη της υλοποίησης των βημάτων από τον εκπαιδευτικό, θα βοηθούσε στην αποτελεσματικότερη ροή της δραστηριότητας. Το βοηθητικό υλικό για την υλοποίηση της δραστηριότητας από τους μαθητές βρίσκεται στο φάκελο ΕΝΟΤΗΤΑ_4 που θα πρέπει να αντιγράψει ο εκπαιδευτικός στο Φάκελο «Τα Έγγραφα μου» του κάθε υπολογιστή που θα χρησιμοποιήσουν οι μαθητές. Ολόκληρο το Φάκελο θα πρέπει επίσης να τον αντιγράψει στο Φάκελο «Τα Έγγραφα μου» στον υπολογιστή τον οποίο θα χρησιμοποιεί ο ίδιος σε συνδυασμό με τον βιντεοπροβολέα.
	[image: image2.wmf]
	Για να φαίνονται στις σωστές διαστάσεις τα παράθυρα των μικρόκοσμων Sketchpad ,

προτεινόμενη ανάλυση οθόνης  1280 χ 1024.


Ροή της δραστηριότητας

Βήμα 1ο (Διάρκεια 1/2 διδακτικές ώρες)

Στους μαθητές/τριες εξηγούμε το πρόβλημα που τους ζητείται να λύσουν.
Αρχικά σχολιάζουμε την ενέργεια του «μικρού Εφευρέτη» μα πριονίσει  τους τροχούς του παιχνιδιού του ώστε αυτοί να αποκτήσουν καλύτερη συνάφεια με το ολισθηρό έδαφος .
Το σενάριο μας βασίζεται στην ιδανική περίπτωση που τα μοναδικά σημεία επαφής του τροχού με το έδαφος είναι οι ακίδες που δημιουργήθηκαν.
	[image: image3.wmf]
	Όταν ανοίγουμε τα αρχεία Sketchpad το σχήμα είναι επιλεγμένο. Θα πρέπει πριν αποπειραθούμε να μετακινήσουμε κάποιο στοιχείο του να κάνουμε κλικ στο λευκό φόντο.

	
	Όλα τα αρχεία της δραστηριότητας βρίσκονται στον φάκελο ΕΝΟΤΗΤΑ_4 που περιέχεται στον φάκελο «τα έγγραφά μου» .
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	Στο αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_1.gsp ο μετασχηματισμός του τροχού σε πολύγωνο έγινε σκόπιμα προκειμένου να κατανοήσουν οι μαθητές μας την μετάβαση από την πραγματικότητα στο Μαθηματικό μοντέλο
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	Ανοίξτε και περιεργαστείτε διαδοχικά τα αρχεία ΕΝΟΤΗΤΑ_4_1.gsp, ΕΝΟΤΗΤΑ_4_2.gif 
και      ΕΝΟΤΗΤΑ_4_3.gsp  

α)Συγκρίνετε την οριζόντια μετατόπιση του κέντρου του κυκλικού τροχού μετά από μία περιστροφή, με το μήκος της περιφέρειας του κύκλου

……
β) Συγκρίνετε την οριζόντια μετατόπιση του κέντρου του εξαγωνικού τροχού μετά από μία περιστροφή, με το μήκος της περιμέτρου του εξαγώνου.

……


Με το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_1.gsp οι μαθητές/τριες μπορούν να καταλάβουν τον τρόπο με τον οποίο μετακινείται ο ακτινωτός τροχός και με τι ισούται η οριζόντια μετακίνηση του κέντρου του.(Προφανώς η οριζόντια μετακίνηση του κέντρου του ισούται με την περίμετρο του πολυγώνου που έχει κορυφές τα σημεία επαφής του τροχού με το έδαφος). Ο τροχός εκτελεί πλήρη περιστροφή όταν η (μπλε) ακτίνα εκτελέσει περιστροφή 360ο .
Με το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_2.gif μπορεί να γίνει κατανοητό ότι η κύλιση του κύκλου (πλήρης περιστροφή) μετακινεί το κέντρο του κατά μήκος ίσο με το μήκος του κύκλου.
Στο αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_3.gsp έχουμε την «κύλιση» ενός εξαγώνου , εδώ φαίνεται ότι ενώ το μήκος της τροχιάς του κέντρου του ισούται με το μήκος του περιγεγραμμένου κύκλου, η οριζόντια μετακίνηση του ισούται με την προβολή της τροχιάς του στην ευθεία κύλισης (δηλαδή με την περίμετρο του πολυγώνου). 
	[image: image6.wmf]
	Στα αρχεία ΕΝΟΤΗΤΑ_4_1.gsp , ΕΝΟΤΗΤΑ_4_3.gsp προκειμένου να κυλήσει  ο πολυγωνικός τροχός μετακινήστε το σημείο Α προς την αντίθετη κατεύθυνση.

Στο αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_2.gif η κύλιση του τροχού γίνεται αυτόματα. 


Βήμα 2ο (Διάρκεια 1/2 διδακτικές ώρες) 
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	Με τον αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_4.gsp μπορείτε να συγκρίνεται τις δύο παραπάνω μετακινήσεις και να βοηθήσετε τον μικρό εφευρέτη να λύσει την απορία του.

Πώς θα εξηγούσατε την μείωση της ταχύτητας του αυτοκινήτου του μετά την μετατροπή που έκανε στους τροχούς του.

……
……


Στο βήμα αυτό και με το άνοιγμα του αρχείου ΕΝΟΤΗΤΑ_4_4.gsp οι μαθητές/τριες μπορούν να συγκρίνουν τις οριζόντιες μετακινήσεις του κέντρου του κύκλου – κέντρου κανονικού εγγεγραμμένου σε αυτόν εξαγώνου και να διαπιστώσουν ότι η οριζόντια μετακίνηση του κέντρου του εξαγώνου είναι μικρότερη από την μετακίνηση του κέντρου του κύκλου.
Άμεσο συμπέρασμα από την παραπάνω παρατήρηση είναι η εξήγηση της μείωσης της ταχύτητας του αυτοκινήτου με τους τροποποιημένους τροχούς.
[Στο σενάριο μας έχουμε υποθέσει ότι ο κινητήρας έχει αρκετή ισχύ ώστε και στις δύο περιπτώσεις η συχνότητα περιστροφής των τροχών να είναι ίδια.]
Βήμα 3ο (Διάρκεια 1/2 διδακτικές ώρες)
	[image: image8.wmf]
	Υποθέστε ότι έχετε αυτοκίνητα με κυκλικούς, εξάγωνους και δωδεκάγωνους τροχούς που τα ονομάζετε F1,F2,F3 αντίστοιχα.

α) Τα F2,F3 (σε κανονικό έδαφος) θα έχουν την ίδια ταχύτητα;
…………………………………………………………………………………………………….
β) Ποιο από τα F2,F3 (σε κανονικό έδαφος) θα είναι το ταχύτερο;
……………………………………………………………………………………………………

γ) Ποίο από τα F1,F2,F3 (σε κανονικό έδαφος) θα είναι το ταχύτερο;
…………………………………………………………………………………………………….


Η απάντηση στο: 
α) ερώτημα είναι φανερή, η ταχύτητα του τροποποιημένου αυτοκινήτου σε καμιά περίπτωση δεν θα εξισωθεί με την ταχύτητα του αρχικού αφού σε κάθε περίπτωση η περίμετρος του κύκλου θα είναι μεγαλύτερη από την περίμετρο του εγγεγραμμένου πολυγώνου.
β) Από το γεγονός ότι η περίμετρος του δωδεκαγώνου είναι μεγαλύτερη από την περίμετρο του εξαγώνου είναι φανερό ότι το αυτοκίνητο με τον εξαγωνικό τροχό θα έχει την μικρότερη ταχύτητα.
γ) Το αρχικό αυτοκίνητο (σε μη ολισθηρό έδαφος) θα είναι ταχύτερο από όλα τα τροποποιημένα.

Βήμα 4ο (Διάρκεια 1/2 διδακτικές ώρες)
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	Ο φίλος μας ο εφευρέτης όμως μας παρέσυρε ας επιστρέψουμε στον στόχο μας που είναι «Η μέτρηση του κύκλου»

α)Ποιο κανονικό ν-γωνο θα χρησιμοποιήσετε για να μετρήσετε (με προσέγγιση) το μήκος του περιγεγραμμένου του κύκλου με έξι “ευθύγραμμες” μετρήσεις;
…… 

β)Ποίο από τα στοιχεία του πολυγώνου θα τροποποιούσατε για να  μετρήσετε τον κύκλο με περισσότερη ακρίβεια; 
(Κοιτάξτε το αρχείοΕΝΟΤΗΤΑ_4_5.gsp)

…… 

γ)Με την κύλιση του κύκλου πάνω σε μία βαθμολογημένη ευθεία ή με τους προηγούμενους τρόπους θα πετυχαίνατε την ακριβέστερη  μέτρηση του;
………
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<-A->




 <-A->


	 Με μετακίνηση του σημείου <-Α-> που υπάρχει στο αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_4_5.gsp μπορούμε να μεταβάλλουμε τον αριθμό ν των πλευρών του ν-γώνου από 3 έως 40.


Στο βήμα αυτό ανακεφαλαιώνουμε και επισημαίνουμε εκείνα τα σημεία του σεναρίου που έχουν μαθηματικό ενδιαφέρον.
Στην α) ερώτηση με την έκφραση «έξι “ευθύγραμμες” μετρήσεις» εννοούμε ότι μετρούμε τις αποστάσεις έξι επιλεγμένων σημείων του κύκλου που αποτελούν τις κορυφές του πολυγώνου.

Περιμένουμε την απάντηση: το εξάγωνο. Το επιδιωκόμενο εδώ είναι να γίνει κατανοητός ο τρόπος μέτρησης καμπύλων γραμμών με την χρήση «ευθύγραμμου» μέτρου.
Στο δεύτερο ερώτημα η απάντηση είναι: 

«Θα αυξήσουμε τον αριθμό των πλευρών του πολυγώνου».

Αυτό γιατί όσο αυξάνει ο αριθμός των πλευρών των εγγεγραμμένων πολυγώνων τόσο το μήκος της περιμέτρου τους προσεγγίζει καλύτερα το μήκος του κύκλου.

[Οδηγίες για τον τρόπο μεταβολής του ν βλέπετε στο κίτρινο πλαίσιο]

Στο γ) ερώτημα η απάντηση είναι: «Με την κύλιση» γιατί σε οποιαδήποτε περίπτωση το μήκος του κύκλου είναι μεγαλύτερο από την περίμετρο οποιουδήποτε εγγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου σε αυτόν. Εναλλακτικά μπορούμε να πετύχουμε το ίδιο αποτέλεσμα χρησιμοποιώντας «εύκαμπτο» μέτρο.
Προτάσεις για επεκτάσεις ή διαφοροποιήσεις
Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και περιγεγραμμένα σε κύκλο κανονικά πολύγωνα για να προσεγγίσουμε το μήκος του κύκλου με την διαφορά ότι η απόσταση που θα διανύει το κέντρο τους κατά μία πλήρη περιστροφή,  θα είναι πάντα μεγαλύτερη από την απόσταση που θα διανύει το κέντρο του κύκλου. 
Στο σενάριο αυτό ο μικρός εφευρέτης αντί να αφαιρέσει τμήματα των τροχών θα πρέπει να προσθέσει τμήματα ώστε αυτά να αποτελούν κορυφές ενός περιγεγραμμένου στον κύκλο κανονικού πολυγώνου. Σε αυτήν την περίπτωση προσοχή χρειάζεται στην σωστή έκφραση της σχέσης ακτίνας κύκλου και πλευράς πολυγώνου. 

Όσο ο αριθμός των πλευρών των περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων αυξάνει τόσο το μήκος της περιμέτρου τους προσεγγίζει καλύτερα το μήκος του κύκλου παραμένει όμως σταθερά μεγαλύτερο από αυτό.
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Τροποποιημένος τροχός τύπου Β





τροχός τύπου Α
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