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1 ΑΛΓΔΒΡΑ 

1.1 ΣΡΙΓΩΝΟΜΔΣΡΙΑ 

1.1.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Οη δξαζηεξηόηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ηξηγσλνκεηξία ζηεξίδνληαη ζηηο 

δπλαηόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ λα δεκηνπξγεί δπλακηθέο αλαπαξαζηάζεηο θαηλνκέλσλ 

θαη ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηα θαηλόκελα.  

Οη ζπλαξηήζεηο απηέο δηδάζθνληαη ζην ζρνιηθό πεξηβάιινλ κε ηα δηαζέζηκα ζηαηηθά 

κέζα ηεο εηθόλαο ηνπ βηβιίνπ θαη ηνπ πίλαθα. Ζ δπλακηθή αλαπαξάζηαζε ησλ 

ζπλαξηήζεσλ απηώλ, δειαδή ε δπλαηόηεηα λα κεηαζρεκαηίδεηαη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε θαζώο αιιάδνπλ νη παξάκεηξνη, δίλεη ηελ επθαηξία γηα θαιύηεξε κειέηε 

θαη δηεξεύλεζε άξα θαη θαηαλόεζε. 

΢ηελ πξώηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ κία θπθιηθή θίλεζε 

ζεκείνπ  ε νπνία παξάγεη γξαθήκαηα ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Δδώ ην ζεκείν 

πνπ θηλείηαη ζε έλαλ ηξηγσλνκεηξηθό θύθιν απνηειεί παξάδεηγκα πεξηνδηθνύ 

θαηλνκέλνπ νπόηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο πξνθύπηνπλ σο κνληέια πεξηγξαθήο ηνπ 

θαηλνκέλνπ απηνύ. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο έρνπλ ηελ δπλαηόηεηα λα κειεηήζνπλ ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ παξακεηξηθώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ. Δπηπιένλ ζα έρνπλ ηελ επθαηξία λα θαηαλνήζνπλ ηελ ζεκαζία ηεο 

γξαθηθήο επίιπζεο κηαο ηξηγσλνκεηξηθήο εμίζσζεο. 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα πξνζεγγίζνπλ ηνλ λόκν ησλ εκηηόλσλ κέζα 

από κία ζπζρέηηζε εγγεγξακκέλεο γσλίαο σ θαη ηεο αληίζηνηρεο ρνξδήο δ. Ζ 

πξνζέγγηζε απηή είλαη θαζαξά ζπλαξηεζηαθή αθνύ δ=2ξ.εκσ κε ζηαζεξό ξ. 

1.1.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηελ ηξηγσλνκεηξία:  

 Θα θαηαλνήζνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ σο 

ησλ γεσκεηξηθό ηόπν ζεκείσλ. 

 Θα. ζπλδέζνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ κε 

πεξηνδηθή θίλεζε ζεκείνπ.  

 Θα κειεηήζνπλ δηάθνξεο κνξθέο ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ θάλνληαο ρξήζε 

παξακέηξσλ.  

 Θα. απνθηήζνπλ δεμηόηεηεο ιύζεο κηαο ηξηγσλνκεηξηθήο εμίζσζεο κέζσ ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο. 

 Θα. εληνπίζνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη  κία εγγεγξακκέλε γσλία κε ηελ απέλαληη 

ρνξδή (ζεώξεκα εκηηόλσλ) κέζα από δηεξεύλεζε.   
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1.1.3 ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΚΟ΢ ΚΤΚΛΟ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη δύν κεηαβνιείο ξ θαη ρ θαζώο θαη ηξία θνπκπηά 

‘ΖΜΗΣΟΝΟ’ ‘΢ΤΝΖΜΗΣΟΝΟ’ θαη ‘ΔΦΑΠΣΟΜΔΝΖ’. 

 Δπηπιένλ ζην ζύζηεκα ησλ δύν αμόλσλ έρεη πξνζαξκνζηεί έλαο θύθινο κε θέληξν 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ κία επζεία εθαπηόκελε ζηνλ θύθιν θαη έλα ζεκείν Μ ην νπνίν 

θηλείηαη πάλσ ζηνλ θύθιν θαζώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηνπ ρ.  

Σέινο έλα ζεκείν Κ θηλείηαη ζηνλ ρ΄ρ θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ θαζνξίδεηαη από ηνλ 

κεηαβνιέα ρ. Ζ κνλάδα κέηξεζεο ζηνλ άμνλα ρ΄ρ είλαη ην π (3,14) 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Με δεδνκέλν όηη αξρηθά ε αθηίλα ηνπ θύθινπ είλαη 1 πνηνπο 

ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο παξηζηάλνπλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ; 

2. Με ην θνπκπί ‘ΖΜΗΣΟΝΟ’ λα εκθαλίζεηε ηα ηκήκαηα ΜΥ θαη ΖΚ. Ση ζρέζε 

έρνπλ νη ηεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Μ θαη Ζ;    

3. Να εληνπίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Ζ θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζε 

απηό. Πνηα θακπύιε ζα γξάςεη ην Ζ αλ αθήζεη ίρλνο;  

4. Να δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηνπ Ζ θαη λα θαηαζθεπάζεηε ηελ θακπύιε ηνπ 

ίρλνπο ηνπ. Να δηθαηνινγήζεηε ηελ κνξθή ηεο θακπύιεο κε βάζε ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Ζ 

5. Με ην θνπκπί ‘΢ΤΝΖΜΗΣΟΝΟ’ λα εκθαλίζεηε ηα ηκήκαηα ΜΦ θαη ΢Κ 

επαλαιάβεηε ηελ δηαδηθαζία γηα ην ζεκείν ΢.  
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6. Να απνθξύςεηε ην ‘ΖΜΗΣΟΝΟ’ θαη ‘΢ΤΝΖΜΗΣΟΝΟ’ θαη λα θάλεηε θιηθ 

ζην θνπκπί ‘ΔΦΑΠΣΟΜΔΝΖ’. Να εληνπίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ 

Δ θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζε απηό. Ση παξηζηάλεη ε ηεηαγκέλε ηνπ; Να 

δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Δ θαη λα ζύξεηε ηνλ κεηαβνιέα ρ. Να 

δηθαηνινγήζεηε ηελ κνξθή ηεο θακπύιεο κε βάζε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

ζεκείνπ Μ. 

7. Να κεηαβάιιεηε ηελ ηηκή ηνπ ξ θαη λα κειεηήζεηε ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ 

ζεκείσλ. ΢πγθεθξηκέλα λα κειεηήζεηε ηελ θακπύιε ηνπ ζεκείνπ Ζ όηαλ ξ=2. 

Πνηα είλαη ε ζπλάξηεζε πνπ έρεη γξαθηθή παξάζηαζε ηελ ελ ιόγσ θακπύιε; 

Να επαλαιάβεηε γηα ηα ππόινηπα ζεκεία. 

8. Με βάζε ηα πξνεγνύκελα λα ζπκπεξάλεηε γηα ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ 

αθηίλα ηνπ θύθινπ κε ηηο ζπλαξηήζεηο(γξαθηθέο παξαζηάζεηο) πνπ παξάγνπλ 

ηα ζεκεία Ζ, ΢ θαη Δ.  

9. Να θαηαζθεπάζεηε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ παξαπάλσ ζπλαξηήζεσλ κε 

ηελ βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ ώζηε λα επηβεβαηώζεηε ή λα απνξξίςεηε ηα 

ζπκπεξάζκαηά ζαο από ηελ πξνεγνύκελε εξώηεζε.  

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ ή σο εηζαγσγή ζε απηό. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ίρλνπο.  

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε δξαζηεξηόηεηα πινπνηεζεί σο εθαξκνγή νη καζεηέο ζα πξέπεη 

λα γλσξίδνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηξηώλ βαζηθώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ εκίηνλν, ζπλεκίηνλν θαη εθαπηνκέλε. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνύ θύθινπ. 

Η υλοποίηςη 

Ζ δηαπξαγκάηεπζε ηνπ πξώηνπ εξσηήκαηνο είλαη ζεκαληηθή αθνύ νη καζεηέο ζα 

πξέπεη λα εληνπίζνπλ όηη ν κελ θύθινο είλαη ν ηξηγσλνκεηξηθόο νη δε ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ ζεκείνπ Μ είλαη ην ζπλεκίηνλν θαη ην εκίηνλν. Δίλαη αθόκε ζεκαληηθό λα 

δηεξεπλήζνπλ ηελ ζέζε ηνπ Μ όηαλ ην ρ πάξεη ηηκή 3,14 ή 6,28 αθνύ ζε απηέο ηηκέο 

ην Μ ζα έρεη δηαγξάςεη εκηθύθιην θαη θύθιν αληίζηνηρα. Σέινο ζα ήηαλ ρξήζηκν λα 

επηζεκάλεη ν δηδάζθσλ ζηνπο καζεηέο όηη ζηελ νπζία ε θίλεζε ηνπ Μ παξάγεη έλα 

πεξηνδηθό θαηλόκελν. 

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ όηη ε ηεηκεκέλε ηνπ Ζ είλαη ην ρ 

ελώ ε ηεηαγκέλε είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ Μ. ΢ην ζεκείν απηό ζα πξέπεη λα 

ππνγξακκηζηεί όηη ε ηεηαγκέλε ηνπ Μ είλαη ζηελ νπζία ην εκίηνλν ηνπ ρ θαη 

επνκέλσο ην ύςνο ηνπ ζεκείνπ Ζ πξνζδηνξίδεη απηό αθξηβώο ην εκίηνλν. 

Ζ θακπύιε πνπ ζα πξνθύςεη ζην επόκελν εξώηεκα ζα αλαγλσξηζηεί σο  

εκηηνλνεηδήο θακπύιε. Δδώ νη καζεηέο ζα πξέπεη λα αλαγλσξίζνπλ όηη ε αληίζηνηρε 

ζπλάξηεζε είλαη ε f(x)=εκx.  

΢ηηο δύν επόκελεο εξσηήζεηο νη καζεηέο ζα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία νπόηε 

ηα ίρλε ησλ ηξηώλ ζεκείσλ Ζ, ΢, Δ ζα δεκηνπξγήζνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ηξηώλ βαζηθώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ. 
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΢ηηο δύν επόκελεο εξσηήζεηο 7 θαη 8 νη καζεηέο ζα ζπκπεξάλνπλ όηη νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο εμαξηώληαη από ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ θαη αλήθνπλ ζηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x)=ξ.εκx, g(x)=ξ.ζπλx,  h(x)=ξ.εθx  

΢ηελ ηειεπηαία εξώηεζε νη καζεηέο ζα πιεθηξνινγήζνπλ ηνπο ηύπνπο ησλ ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ζα θαηαζθεπάζνπλ ηηο ζηαζεξέο πιένλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ηξηώλ ζπλαξηήζεσλ. Θα κειεηήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ 

θαζώο αιιάδεη ε αθηίλα ηνπ θύθινπ. 
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1.1.4 ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΚΔ΢ ΔΞΗ΢Χ΢ΔΗ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη 4 κεηαβνιείο α, β, γ, δ, c. Δπηπιένλ εκθαλίδνληαη νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο δύν ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα α, ηνπ β, ηνπ γ θαη ηέινο ηνπ δ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Να εληνπίζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο ησλ νπνίσλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

παξνπζηάδνληαη ζηνπο άμνλεο.  

2. Πσο κεηαβάιινληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο όηαλ κεηαβάιιεηαη ε κεηαβιεηή 

α; Να δηθαηνινγήζεηε ηελ κεηαβνιή απηή. 

3. Πσο κεηαβάιινληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο όηαλ κεηαβάιιεηαη ε κεηαβιεηή 

β;  

4. Πσο κεηαβάιινληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο όηαλ κεηαβάιιεηαη ε κεηαβιεηή 

γ; 

5. Πσο κεηαβάιινληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο όηαλ κεηαβάιιεηαη ε κεηαβιεηή 

δ; Να δηθαηνινγήζεηε ηελ κεηαβνιή απηή. 

Αο επηρεηξήζνπκε ηώξα λα βξνύκε έλαλ ηξόπν λα ιύλνπκε κία απιή ηξηγσλνκεηξηθή 

εμίζσζε κε ηελ βνήζεηα ησλ παξαπάλσ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ.  

6. Να θαηαζθεπάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(ρ)=3εκ(2ρ)+3            

θαη ηεο ζπλάξηεζεο y=2 κε ηελ βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα c. Να ιύζεηε ηελ 

εμίζσζε 3εκ(2ρ)+3.=2. Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηελ δπλαηόηεηα ηνπ ινγηζκηθνύ 

λα θαηαζθεπάδεη ζεκεία ηνκήο δύν γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ.  
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ εμηζώζεσλ.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ εκθάληζε ηεο εμίζσζεο κηαο θακπύιεο πνπ 

έρεη θαηαζθεπαζηεί κε ην ινγηζκηθό. Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνπο ηύπνπο κε 

ηνπο νπνίνπο εθθξάδνληαη νη ιύζεηο ησλ βαζηθώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ εμηζώζεσλ.  

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά ζα εληνπίζνπλ όηη νη δύν ζπλαξηήζεηο έρνπλ ηελ κνξθή 

f(x)=α.εκ(β.x+γ)+δ θαη g(x)=α.ζπλ(β.x+γ)+δ. 

Μεηαβάιινληαο ην α θαη θξαηώληαο ζηαζεξέο ηηο άιιεο παξακέηξνπο ζα 

παξαηεξήζνπλ νη καζεηέο όηη ην κόλν πνπ κεηαβάιιεηαη είλαη ην κέγηζην θαη ην 

ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ην ηέινο ζα δηαηππώζνπλ θαη ζα γξάςνπλ έλα 

ζπκπέξαζκα πνπ ζα πεξηγξάθεη ην παξαπάλσ.  

Ζ κεηαβνιή ηνπ β ζα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο ζην ζπκπέξαζκα όηη ν ζπληειεζηήο ηεο 

κεηαβιεηήο x θαζνξίδεη ηελ πεξίνδν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. ΢πγθεθξηκέλα ζα 

γίλεη δηαπξαγκάηεπζε γηα ηελ κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο θαζώο ην β γίλεηαη 

κεγαιύηεξν ηνπ 1 θαη θαζώο παίξλεη ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ 1. ΢ην ηέινο ζα 

δηαηππώζνπλ θαη ζα γξάςνπλ έλα ζπκπέξαζκα πνπ ζα πεξηγξάθεη ην παξαπάλσ. 

Σα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ κεηαβνιή ησλ γ θαη δ κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ καδί αθνύ 

ε κεηαβνιή ηνπ γ έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ κεηαθνξά δεμηά ή αξηζηεξά ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο, ελώ ε κεηαβνιή ηνπ δ έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ κεηαθνξά πάλσ ή θάησ. 

΢ηελ ηειεπηαία εξώηεζε νη καζεηέο ζηελ αξρή ζα ζπδεηήζνπλ γηα ηνλ ηξόπν κε ηνλ 

νπνίν ζα κπνξνύζε λα ιπζεί κία εμίζσζε ηεο κνξθήο εκx=c. Δδώ θαιό ζα είλαη λα 

ηνληζηεί όηη κία εμίζσζε ηεο κνξθήο εκx=0,23 δελ είλαη δπλαηόλ λα ιπζεί ρσξίο 

θάπνην εξγαιείν, ηνπιάρηζηνλ πίλαθα εκηηόλσλ.  

Οη καζεηέο ζα θαζνξίζνπλ θαηάιιειεο ηηκέο γηα ηα α, β, γ, δ θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο επζείαο y=c. Γηα c=2 ζα δεκηνπξγήζνπλ ηα ζεκεία ηνκήο 

επζείαο κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη ζηελ αξρή ζα δηαπηζηώζνπλ όηη νη ιύζεηο 

είλαη άπεηξεο.  
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΢ηελ ζπλέρεηα ν δηδάζθσλ ζα ηνπο επηζεκάλεη όηη αξθεί λα εληνπίζνπλ ηελ 

ηεηκεκέλε ηνπ πξώηνπ ζεκείνπ ηνκήο αξηζηεξά ηνπ άμνλα ς΄ς πνπ είλαη -0,17rad θαη 

ηνπ πξώηνπ ζεκείνπ δεμηά ηνπ ς΄ς πνπ είλαη 1,74 rad. Δπηπιένλ ζα εληνπίζνπλ όηη 

θάζε έλα από απηά επαλαιακβάλεηαη κεηά από π rad αθνύ ε πεξίνδνο είλαη π. 

Δπνκέλσο νη δύν νηθνγέλεηεο ιύζεσλ είλαη (θ.π+1,74)rad θαη (θπ-0,17)rad.  

Επέκταςη 

Ο δηδάζθσλ σο επέθηαζε ζα κπνξνύζε λα πξνηείλεη ζηνπο καζεηέο ηελ ιύζε 

εμηζώζεσλ κε ηξηγσλνκεηξηθό αξηζκό ην ζπλεκίηνλν θαη ηελ εθαπηνκέλε. 
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1.1.5 ΘΔΧΡΖΜΑ ΖΜΗΣΟΝΧΝ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδεηαη έλαο θύθινο θαη ηξία ζεκεία Α, Β, Γ πάλσ ζε απηόλ . 

Δπηπιένλ εκθαλίδεηαη θαη κία αθηίλα ξ ηνπ θύθινπ όπσο θαη νη κεηξήζεηο νξηζκέλσλ 

γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ. Σέινο ππάξρεη έλα ειεύζεξν ζεκείν Μ πνπ κπνξείηε λα 

ην ρξεζηκνπνηήζεηε όηαλ δεηεζεί από ζε θάπνην εξώηεκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο. 

 

 

Να ζύξεηε ην ζεκείν Γ πάλσ ζηνλ θύθιν. Να απαληήζεηε ζηα παξαθάησ εξσηήκαηα.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Πσο κεηαβάιιεηαη ε πιεπξά ΒΓ=α ηνπ ηξηγώλνπ θαζώο κεηαβάιιεηαη ε γσλία 

Α=σ;  

2. Πνηα είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ α θαη γηα πνηα ηηκή ηεο γσλίαο σ επηηπγράλεηαη 

απηή; 

3. Να δεκηνπξγήζεηε ην ζεκείν Μ=(σ, α) θαη ην ίρλνο ηνπ. Να κειεηήζεηε ηελ 

ηξνρηά πνπ δηαγξάθεη θαζώο θηλείηαη ην ζεκείν Γ. 

4. Πνηα ζρέζε ζα κπνξνύζε λα ζπλδέεη ηα πνζά σ θαη α. Πσο επεξεάδεη ε 

αθηίλα ηνπ θύθινπ ηελ ζρέζε απηή; 

5. Να κεηαβάιιεηε ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ από ην ζεκείν Β. Να επηβεβαηώζεηε 

ην πξνεγνύκελν ζπκπέξαζκά ζαο θαηαζθεπάδνληαο ηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο ζρέζεο πνπ έρεηε εληνπίζεη. 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εηζαγσγή ζηελ δηδαζθαιία ηνπ λόκνπ ησλ εκηηόλσλ.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ επαλαπξνζδηνξηζκό ελόο ζεκείνπ θαη ηελ 

δεκηνπξγία ίρλνπο. 

 Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ βαζηθώλ 

ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ, ηδηαίηεξα ηνπ εκηηόλνπ.  

Η υλοποίηςη 

΢ηελ πξώηε θαη δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ζύξνπλ ην Γ ζην κεγάιν ηόμν ΑΒ. 

Δδώ ζα πξέπεη λα γίλεη δηαπξαγκάηεπζε γηα ην ηη είλαη ζεκαληηθό ζηηο παξαηεξήζεηο. 

΢πγθεθξηκέλα ην κέγηζην ηεο πιεπξάο α επηηπγράλεηαη ζηηο 90
0
 δειαδή όηαλ ε ηηκή 

ηεο γσλίαο σ γίλεη 1,57. Απηό αλακέλεηαη λα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ ηελ 

εηθαζία όηη πξόθεηηαη γηα θάπνηα ηξηγσλνκεηξηθή ζρέζε. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

ζεκείνπ Μ, ζα δεκηνπξγήζνπλ ην ίρλνο ηνπ θαη ζα παξαηεξήζνπλ όηη ην Μ δηαγξάθεη 

κία θακπύιε ε νπνία βέβαηα εληζρύεη ηελ εηθαζία πνπ είραλ θάλεη ζηα πξνεγνύκελα 

εξσηήκαηα. 

΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε, θαη κε βάζε ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο ζα γξάςνπλ ηνλ ηύπν 

α=2ξεκσ. ΢ηελ ζπλέρεηα κεηαβάιινληαο ηελ αθηίλα ξ ζα εληζρύζνπλ αθόκε 

πεξηζζόηεξν ηελ αξρηθή ηνπο εηθαζία. 

Πξνθαλώο ε θαηαζθεπή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=2ξ.εκx ζα 

επηβεβαηώζεη ηελ αθξίβεηα ηεο ζρέζεο πνπ έρνπλ εληνπίζεη δειαδή α=2ξεκσ. Ζ 

θαηαζθεπή απηή ζα κπνξνύζε λα πξαγκαηνπνηεζεί αλ νη καζεηέο 

επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηελ βνεζεηηθή ζπλάξηεζε f(x)=x. 

΢ην ζεκείν απηό ν δηδάζθσλ θαιό ζα είλαη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

κεηαζρεκαηίζνπλ ηελ ζρέζε ζε ΒΓ=2ξ.εκΑ θαη ζηελ ζπλέρεηα ζε 
α

2ξ
εκΑ

  . 
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1.2 ΠΟΛΤΩΝΤΜΑ 

1.2.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Σα πνιπώλπκα απνηεινύλ απηόλνκα καζεκαηηθά αληηθείκελα ε κειέηε ησλ νπνίσλ 

κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κέζα ζε δηαθνξεηηθά καζεκαηηθά πιαίζηα.  

Με ην ζελάξην ησλ πνιπσλύκσλ νη καζεηέο ζα πινπνηήζνπλ δξαζηεξηόηεηεο ζηηο 

νπνίεο απηά πξνζεγγίδνληαη σο ζπλαξηήζεηο ησλ νπνίσλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

αλαδεηθλύνπλ ραξαθηεξηζηηθέο ηνπο ηδηόηεηεο. Δπηπιένλ κία δπλακηθή γξαθηθή 

παξάζηαζε δίλεη ηελ δπλαηόηεηα ζηνλ καζεηή λα ιύζεη θαη δηεξεπλήζεη πξνβιήκαηα 

πνπ είλαη αδύλαηνλ λα αληηκεησπηζηνύλ κε ηα ζπκβαηηθά κέζα πνπ δηαζέηεη( ραξηί 

θαη κνιύβη). 

΢ηελ πξώηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα δηεξεπλήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά ελόο 

παξακεηξηθνύ πνιπσλύκνπ θαη ζα επηρεηξήζνπλ λα ιύζνπλ γξαθηθά κία 

πνιπσλπκηθή εμίζσζε κε ξίδεο άξξεηεο. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα ζα κειεηήζνπλ ηελ κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ελόο πνιπσλύκνπ ζε ζρέζε κε ην πιήζνο θαη ην είδνο ησλ ξηδώλ ελώ ζα 

θαηαζθεπάζνπλ πνιπώλπκα κε δνζκέλεο ξίδεο. 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα δηεξεπλήζνπλ άξξεηεο ζπλαξηήζεηο ελώ ζα 

κάζνπλ ηελ έλλνηα ησλ ηζνδπλάκσλ εμηζώζεσλ. 

1.2.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηα πνιπώλπκα:  

 Θα κειεηήζνπλ ηξόπνπο ιύζεο κηαο πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο κέζσ ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο. 

 Θα κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κεηαβάιιεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ελόο 

πνιπσλύκνπ όηαλ κεηαβάιινληαη νη ζπληειεζηέο ηνπ. 

 Θα ζπλδέζνπλ ηελ ύπαξμε ξηδώλ πνιιαπιόηεηαο πάλσ από 1 κε ηελ επαθή ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ζηνλ άμνλα ρ΄ρ.  

 Θα κειεηήζνπλ άξξεηεο ζπλαξηήζεηο θαη ζα ιύζνπλ άξξεηεο εμηζώζεηο.  
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1.2.3 ΠΟΛΤΧΝΤΜΗΚΖ ΔΞΗ΢Χ΢Ζ  

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη 4 κεηαβνιείο α, β, γ, δ θαη κία γξαθηθή παξάζηαζε. 

 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαη λα απαληήζεηε ζηα επόκελα 

εξσηήκαηα. 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Να βξείηε ηνλ ηύπν ηνπ πνιπσλύκνπ ηνπ νπνίνπ ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλεηαη ζηελ νζόλε. 

2. Να κεδελίζεηε ηελ ηηκή ηνπ α. Πνην πνιπώλπκν παξηζηάλεηαη κέζσ ηεο 

γξαθηθήο ηνπ παξάζηαζεο 

3. Να επηρεηξήζηε λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε x
3
-3x

2
-2x+3=0 κε ηηο γλσζηέο 

κεζόδνπο πνπ πεξηγξάθνληαη ζην ζρνιηθό βηβιίν. Ση ζπκπεξαίλεηε; 

4. Να θαηαζθεπάζεηε, κε ηελ βνήζεηα ησλ κεηαβνιέσλ,  ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)= x
3
-3x

2
-2x+3. Πνηα ζεκεία αληηζηνηρνύλ 

ζηελ ιύζε ηεο εμίζσζεο ηεο πξνεγνύκελεο εξώηεζεο; Να βξείηε ηηο ιύζεηο 

ηεο ζπγθεθξηκέλεο εμίζσζεο κε πξνζέγγηζε ρηιηνζηνύ. 

5. Με α≠0 λα εξεπλήζεηε αλ ππάξρεη πνιπώλπκν ηξίηνπ βαζκνύ ην νπνίν λα κελ 

έρεη πξαγκαηηθή ξίδα. 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ πνιπσλύκσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ ζεκαζία ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ 

ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ιύλεηαη κία πνιπσλπκηθή εμίζσζε κε ξεηέο ξίδεο. 

Όζνλ αθνξά ζην ινγηζκηθό ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν λα βξίζθνπλ ηνλ 

αιγεβξηθό ηύπν ελόο αληηθεηκέλνπ ζηελ νζόλε κέζσ ηεο εληνιήο 

επαλαπξνζδηνξηζκνύ ηνπ.  

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά εληνπίδνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο δειαδή ηελ 

f(x)=αx
3
+βx

2
+γx+δ. Δδώ πξηλ πξνρσξήζνπλ ζηελ δεύηεξε εξώηεζε ζα ήηαλ ρξήζηκν 

λα αιιάμνπλ ηπραία ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα 

κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κεηαβάιιεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε. 

Όηαλ κεδεληζηεί ε ηηκή ηνπ α ηόηε πξνθύπηεη ε γξαθηθή παξάζηαζε ελόο ηξησλύκνπ 

ην νπνίν θαη πάιη νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ αιιάδνληαο ηηο ηηκέο ησλ β, γ θαη δ. 

΢ην ηξίην εξώηεκα ν δηδάζθσλ ζπδεηά κε ηνπο καζεηέο ηνπο δπλαηνύο ηξόπνπο κε 

ηνπο νπνίνπο κπνξεί λα ιπζεί κία πνιπσλπκηθή εμίζσζε.  

Ζ εμίζσζε x
3
-3x

2
-2x+3=0 δελ κπνξεί λα ιπζεί κε ηνπο ζπκβαηηθνύο ηξόπνπο ηεο 

παξαγνληνπνίεζεο κέζσ ηνπ ζρήκαηνο Horner. Ζ ρξήζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

απνηειεί ηνλ κόλν εθηθηό ηξόπν γηα ηελ ιύζε ηεο εμίζσζεο.  

Οη καζεηέο αιιάδνπλ ηηο ηηκέο ζηνπο κεηαβνιείο ώζηε λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f(x)=x
3
-3x

2
-2x+3=0. 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα αλαδεηήζνπλ ηηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ 

θαη ζα εκθαλίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπο.  

΢ην ζεκείν απηό θαιό ζα είλαη ν δηδάζθσλ λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

δεκηνπξγήζνπλ ηξηηνβάζκηεο εμηζώζεηο δηθήο ηνπο επηινγήο θαη λα ηηο ιύζνπλ κε ηνλ 

ίδην ηξόπν. Απηό ζα έρεη ζαλ απνηέιεζκα λα δηαπηζηώζνπλ όηη δελ κπνξεί λα 

θαηαζθεπαζηεί ηξηηνβάζκηα εμίζσζε ε νπνία λα κελ έρεη πξαγκαηηθή ξίδα. 
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1.2.4 ΡΗΕΔ΢ ΠΟΛΤΧΝΤΜΟΤ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη 4 κεηαβνιείο α, β, γ, δ, ηελ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

ζπλάξηεζεο θαη έλα ειεύζεξν ζεκείν ΢.  

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. Με δεδνκέλν όηη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε αλήθεη ζε έλα πνιπώλπκν, πνην ζα κπνξνύζε λα είλαη ην 

πνιπώλπκν απηό; 

2. Να ειέγμεηε αλ ε απάληεζή ζαο ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα ήηαλ ζσζηή κέζα 

από ηελ εληνιή επαλαπξνζδηνξηζκνύ ηνπ ηύπνπ. Πνηνο είλαη ν βαζκόο ηνπ 

πνιπσλύκνπ; 

3. Με ηελ βνήζεηα ησλ κεηαβνιέσλ λα θαηαζθεπάζεηε έλα πνιπώλπκν ηεηάξηνπ 

βαζκνύ ην νπνίν λα έρεη δύν ίζεο ξίδεο. Πνηα είλαη ηώξα ε ζέζε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο σο πξνο ηνλ άμνλα ρ΄ρ; 

4. Να θαηαζθεπάζεηε έλα πνιπώλπκν ηεηάξηνπ βαζκνύ ηνπ νπνίνπ νη 4 ξίδεο λα 

είλαη ίζεο. Πνηα είλαη ε ζέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο σο πξνο ην άμνλα ρ΄ρ; 

5. Να επηλνήζεηε έλαλ ηξόπν ώζηε κε ηελ βνήζεηα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο λα 

κπνξνύκε λα ππνινγίδνπκε άκεζα ην γηλόκελν α.β.γ.δ. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ πνιπσλύκσλ. 
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Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ παξαγνληνπνίεζε ελόο πνιπσλύκνπ κε βάζε 

ηηο ξίδεο ηνπ. 

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν εληνπηζκνύ ηνπ ηύπνπ κηαο ζπλάξηεζεο 

από ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε κέζσ ηεο εληνιήο επαλαπξνζδηνξηζκνύ ηεο. 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ησλ ηεζζάξσλ παξακέηξσλ κέζσ ησλ 

κεηαβνιέσλ θαη δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κεηαβάιιεηαη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε.  

Ο δηδάζθσλ επηζεκαίλεη ηδηαίηεξα ην γεγνλόο όηη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο κε ηνλ ρ΄ρ, δειαδή νη ξίδεο, ζπκπίπηνπλ κε ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

Δδώ ζα πξέπεη νη καζεηέο λα εκθαλίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ΢, λα ην 

ζύξνπλ κέρξη ηελ ηνκή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ γηα λα εληνπίζνπλ 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο. Δλ γέλεη θάζε θνξά πνπ αλαδεηνύλ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ ηνκήο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηνύλ ην ζεκείν ΢. 

 Σν γεγνλόο απηό, ζε ζπλδπαζκό κε ην όηη ην πνιπώλπκν έρεη 4 ξίδεο, ζα νδεγήζεη 

ζηελ εηθαζία όηη απηό ζα κπνξνύζε λα έρεη ηελ κνξθή (ρ-α)(ρ-β)(ρ-γ)(ρ-δ). Δδώ ζα 

ήηαλ ρξήζηκν λα ηνληζηεί όηη ίζσο ππάξρεη θαη έλαο ζπληειεζηήο θ κπξνζηά από ηηο 

παξελζέζεηο. 

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο θάλνπλ δεμί θιηθ πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

θαη επηβεβαηώλνπλ ηελ εηθαζία ηνπο κέζσ ηεο εληνιήο επαλαπξνζδηνξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο, όπνπ εκθαλίδεηαη ν ηύπνο ηεο. Σν πιήζνο ησλ παξαγόλησλ είλαη 4 

επνκέλσο ζπκπεξαίλνπλ όηη ν βαζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ είλαη 4. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο δύν παξακέηξσλ ώζηε λα 

είλαη ίζεο (π.ρ α=β=1). Δδώ ν δηδάζθσλ πξνηείλεη λα κεηαβάιινπλ ηηο δύν άιιεο 

παξακέηξνπο θαη λα δηαπξαγκαηεπηνύλ ηελ ζέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο σο πξνο 

ηνλ άμνλα ρ΄ρ. Απηό πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε εθάπηεηαη 

ζπλερώο ζηνλ άμνλα ρ΄ρ ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε 1. 

΢ηελ επόκελε εξώηεζε νη καζεηέο ζα νξίζνπλ ηηκέο γηα ηνπο κεηαβνιείο πνπ ζα είλαη 

ίζεο (π.ρ α=β=γ=δ=1) θαη ζα παξαηεξήζνπλ όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε έρεη έλα κόλν 

θνηλό ζεκείν κε ηνλ ρ΄ρ ζην νπνίν κάιηζηα εθάπηεηαη. ΢ην ζεκείν απηό θαιό ζα είλαη 

λα δεηήζεη ν δηδάζθσλ από ηνπο καζεηέο λα δηαηππώζνπλ έλαλ θαλόλα. Ο θαλόλαο 

απηόο ζα κπνξνύζε λα έρεη ηελ εμήο δηαηύπσζε: «Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ελόο 

πνιπσλύκνπ, ην νπνίν δηαζέηεη κία ξίδα κε βαζκό πνιιαπιόηεηαο 2, 3, 4 θ.ι.π , 

εθάπηεηαη ζηνλ άμνλα ρ΄ρ.   

΢ην ζεκείν απηό είλαη επθαηξία λα δεηήζεη ν δηδάζθσλ από ηνπο καζεηέο λα ιύζνπλ 

γξαθηθά ηεο αλίζσζε: (ρ-2)
2
(ρ+1)(ρ-1)<0. Ο ζηόρνο εδώ είλαη λα δηαπηζηώζνπλ νη 

καζεηέο όηη ε ιύζε κηαο πνιπσλπκηθήο αλίζσζεο θαζνξίδεηαη θαηά θύξην ιόγν από 

ηηο απιέο ξίδεο ηνπ. 

΢ηελ ηειεπηαία εξώηεζε νη καζεηέο ζα ζπδεηήζνπλ γηα ην γηλόκελν ησλ αξηζκώλ α, β, 

γ, δ θαη κε ηελ ππόδεημε ηνπ δηδάζθνληα ζα θαηαιήμνπλ ζην όηη απηό εθθξάδεη ηνλ 

ζηαζεξό όξν ηνπ πνιπσλύκνπ (αλ εθηειεζηνύλ νη πξάμεηο).  

Δπεηδή ν ζηαζεξό όξνο είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κε ηνλ άμνλα 

ς΄ς ζα κπνξνύζαλ λα πξνζδηνξίζνπλ ην ζεκείν απηό, κε ηελ βνήζεηα ηνπ ζεκείνπ ΢, 

θαη ε ηεηαγκέλε ηνπ ζα είλαη ίζε κε δεηνύκελν γηλόκελν. 
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1.2.5 ΑΡΡΖΣΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΗ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη νη κεηαβνιείο α, β, γ, λ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

ζπλάξηεζεο.  

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλεηαη ζηελ νζόλε. Δίλαη πνιπσλπκηθή ε ζπλάξηεζε απηή; 

2) Να αιιάμεηε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ λ ώζηε λα θαηαζθεπάζεηε ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)= 3 2x θαη ηελ f(x)= 5 2x . ΢ε ηη δηαθέξνπλ νη 

ζπλαξηήζεηο κε ξηδηθά από ηηο πνιπσλπκηθέο; Πνπ νθείινληαη νη δηαθνξέο 

απηέο; 

3) Να θαηαζθεπάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο γηα α=1 β=γ=0 

θαη λ=-2. Πνηα είλαη ε ζπλάξηεζε απηή; Να δώζεηε κία εμήγεζε γηα ηελ 

κνξθή πνπ έρεη ε γξαθηθή παξάζηαζε.  

4) Αιιάδνληαο ηηο ηηκέο ζηνπο κεηαβνιείο λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε 

3

2 1
ρ - + =0

ρ ρ
. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ πνιπσλύκσλ. 
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Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν εληνπηζκνύ ηνπ ηύπνπ κηαο 

ζπλάξηεζεο από ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε κέζσ ηεο εληνιήο επαλαπξνζδηνξηζκνύ 

ηεο. 

Όζνλ αθνξά ζηα καζεκαηηθά ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο πνιπσλπκηθήο 

ζπλάξηεζεο. 

 Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά εληνπίδνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο, θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ 

ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε πνπ πξνβάιιεηαη ζηελ νζόλε θαη δηαηππώλνπλ ηελ άπνςε 

όηη δελ κπνξεί λα είλαη πνιπσλπκηθή αθνύ ε κεηαβιεηή ρ είλαη πςσκέλε ζε θιάζκα 

θαη όρη ζε θπζηθό αξηζκό. 

΢ηελ ζπλέρεηα επηιέγνπλ γηα ηελ κεηαβιεηή λ ηηο ηηκέο 1,5 θαη 2,5 πεξλώληαο από 

αθέξαηεο ηηκέο. Απηό πνπ ζα παξαηεξήζνπλ είλαη ην όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο κε 

ξηδηθά πεξηνξίδνληαη κόλν ζην πξώην ηεηαξηεκόξην. Ζ εμήγεζε πνπ ζα πξέπεη λα 

δνζεί εδώ είλαη όηη νη ξίδεο (νπνηαζδήπνηε ηάμεο) πξαγκαηηθώλ ζεηηθώλ αξηζκώλ 

είλαη ζεηηθέο πνζόηεηεο. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα θαηαζθεπάζνπλ ζηελ νπζία ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=
2

1

x
. Ζ κειέηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζα 

νδεγήζεη ζηελ δηαπίζησζε όηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ζεηηθέο ελώ κπνξεί λα 

πιεζηάδεη απεξηόξηζηα ηνπο δύν άμνλεο ρσξίο λα ηνπο θόςεη. Δδώ θαη πάιη ε 

ζπλάξηεζε δελ είλαη πνιπσλπκηθή. 

΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα επηιέμνπλ α=1, β=-2, γ=1 θαη λ=0,5. Ζ ιύζε 

ηεο εμίζσζεο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ζα αλαδεηεζεί ζηα ζεκεία 

ηνκήο ηεο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ. 

 Δδώ είλαη πξνθαλέο όηη ε εμίζσζε έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό 1 θαη από ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε πξνθύπηεη όηη απηή είλαη ε κνλαδηθή. 
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1.3 ΠΡΟΟΓΟΙ 

1.3.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Οη δξαζηεξηόηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηηο πξνόδνπο επηηξέπνπλ κία νπηηθνπνίεζε ηεο 

έλλνηαο ηεο αθνινπζίαο. Ηδηαίηεξα ε αξηζκεηηθή πξόνδνο ζα κπνξνύζε λα παξαζηαζεί 

γεσκεηξηθά κέζα από κία ζεηξά επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ ησλ νπνίσλ ην ύςνο 

ζπλερώο απμάλεηαη ή ειαηηώλεηαη. 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από δύν δξαζηεξηόηεηεο. Ζ πξώηε δξαζηεξηόηεηα αθνξά 

ζηελ δηεξεύλεζε δύν αξηζκεηηθώλ πξνόδσλ, κηαο αύμνπζαο θαη κηαο θζίλνπζαο ησλ 

νπνίσλ νη ηηκέο είλαη ζπκπιεξσκαηηθέο, δειαδή έρνπλ ζηαζεξό άζξνηζκα γηα 

νξηζκέλν πιήζνο όξσλ. Ζ ηδηόηεηα απηή ζα επηηξέςεη ζηνπο καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ 

ηελ κέζνδν αληηζηξνθήο ηεο ζεηξάο ησλ όξσλ κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε ζηόρν λα 

ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα νξηζκέλνπ πιήζνπο όξσλ ηεο πξνόδνπ. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ κία αθνινπζία ε νπνία δελ 

παξαπέκπεη άκεζα ζε θάπνηα από ηηο γλσζηέο πξνόδνπο. 

Σέινο ζηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ κία νπηηθνπνίεζε ηεο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ πνπ ζα απνηειέζεη γέθπξα γηα ηελ έλλνηα ηεο εθζεηηθήο 

ζπλάξηεζεο.  

1.3.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηηο πξνόδνπο:  

 Θα ζπλδέζνπλ ηελ έλλνηα ηεο αθνινπζίαο αξηζκώλ κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο  

 Θα εθαξκόζνπλ ηηο γλώζεηο ηνπο πνπ αθνξνύλ ζηηο πξνόδνπο ζε έλα θαζαξά 

γεσκεηξηθό πιαίζην.   

 Θα νπηηθνπνηήζνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν απνδεηθλύεηαη ν ηύπνο πνπ δίλεη ην 

άζξνηζκα λ όξσλ κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

 Θα δηεξεπλήζνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο παξακεηξηθήο ζπλάξηεζε θαη ζα 

ηελ πξνζαξκόζνπλ πάλσ ζε έλα ζύλνιν ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ. 

 Θα εκπιαθνύλ ζε δηαδηθαζίεο απόδεημεο ελόο ηύπνπ ηνλ νπνίν δεκηνύξγεζαλ 

κέζα από ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ.  

 Θα ζπλδέζνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε θακπύιεο κε αθνινπζίεο πνπ δελ είλαη 

αξηζκεηηθέο πξόνδνη. 
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1.3.3 ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΠΡΟΟΓΟ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη 3 κεηαβνιείο λ, α1 θαη σ θαζώο θαη 2 νξζνγώληα 

παξαιιειόγξακκα δηαθνξεηηθνύ ρξώκαηνο ησλ νπνίσλ ηα κήθε είλαη γλσζηά. 

Δπηπιένλ εκθαλίδεηαη έλα θνπκπί ‘΢ΤΜΠΛΖΡΧΜΑ’ κε ην νπνίν εκθαλίδεηαη ή 

απνθξύπηεηαη έλα κεηαβνιέαο θ θαη έλα επηπιένλ πξάζηλν νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν. 

Σέινο εκθαλίδεηαη κία κέηξεζε αλ ε νπνία αληηζηνηρεί ζην ύςνο ελόο από ηα 

νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα. 

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα λ..  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Πσο κεηαβάιιεηαη ην ύςνο αλ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ,  θαζώο 

κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηνπ λ; 

2) Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηελ ηηκή αλ ηνπ ηκήκαηνο κε ηελ αλ-1 δειαδή κε ηελ 

πξνεγνύκελή ηεο; Να εμεγήζεηε κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν γηαηί νη ηηκέο ηνπ αλ 

ηκήκαηνο απνηεινύλ κία αξηζκεηηθή πξόνδν.  

3) Πνηνο είλαη ν πξώηνο όξνο θαη πνηνο ν 20
νο

 όξνο ηεο πξνόδνπ; Να απαληήζεηε 

ζην εξώηεκα απηό κε βάζε ηνλ ηύπν πνπ καο δίλεη ηνλ ληνζηό όξν πξνόδνπ 

θαη λα επηβεβαηώζεηε ην απνηέιεζκα. 

4) Να εκθαλίζεηε, κε ην θνπκπί ‘΢ΤΜΠΛΉΡΧΜΑ’, ηνλ κεηαβνιέα θ όηαλ λ=20. 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ θ (όηαλ λ=20). Πσο κεηαβάιιεηαη ην ύςνο αθ 

ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΚΛΜΝ;  Να εμεγήζεηε γηαηί νη ηηκέο ηνπ αθ 

απνηεινύλ όξνπο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

5) Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηνπο όξνπο ηεο κίαο πξνόδνπ κε ηνπο όξνπο ηεο άιιεο; 

Μέρξη ηώξα αζρνιεζήθακε κε θάζε πξόνδν μερσξηζηά. Να ελεξγνπνηήζεηε ην 

ίρλνο  ησλ θαηαθόξπθσλ πιεπξώλ ηνπ ΚΛΜΝ θαη λα ζύξεηε ηνπο κεηαβνιείο 

κέρξη ην 20 ώζηε λα θαιύςνπλ όιν ην  θάζκα ησλ ηηκώλ ηνπο. 
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6) Πόζν είλαη ην ζπλνιηθό κήθνο δύν παξαιιεινγξάκκσλ (θόθθηλν, πξάζηλν) 

πνπ βξίζθνληαη ζηελ ίδηα επζεία, δειαδή ζηελ ίδηα ζέζε, γηα ηηο δηάθνξεο 

ηηκέο ησλ θ θαη λ;  

7) Αο ππνζέζνπκε όηη καο ζέηνπλ ην εμήο πξόβιεκα: «Πόζν ζα είλαη ην 

ζπλνιηθό ύςνο όισλ ησλ παξαιιεινγξάκκσλ, θόθθηλα θαη πξάζηλα καδί, αλ 

ηα βάιινπκε ην έλα πάλσ ζην άιιν;» Να δώζεηε κία απάληεζε κε βάζε ηελ 

εηθόλα πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ νζόλε όηαλ πιένλ έρεηε ελεξγνπνηήζεη ηα 

ίρλε ησλ πιεπξώλ ηνπ ΚΛΜΝ θαη έρεηε δηαηξέμεη όιν ην θάζκα ησλ ηηκώλ 

ησλ κεηαβνιέσλ λ θαη θ. Πόζν είλαη ην ζπλνιηθό κήθνο κόλν ησλ θόθθηλσλ 

παξαιιεινγξάκκσλ; 

8) Με βάζε ην πξνεγνύκελν λα πεξηγξάςεηε κία κέζνδν λα βξίζθνπκε ην 

άζξνηζκα ησλ όξσλ κίαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

9) Έρεηε ζηε δηάζεζή ζαο θαηάιιεινπο κεηαβνιείο κε ηνπο νπνίνπο κπνξείηε λα 

δεκηνπξγήζεηε δηάθνξεο αξηζκεηηθέο πξνόδνπο. Να πεηξακαηηζηείηε ηδηαίηεξα 

κε πεξηπηώζεηο ζηηο νπνίεο ε δηαθνξά σ είλαη αξλεηηθή. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ αξηζκεηηθώλ πξνόδσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ίρλνπο. Δπηπιένλ ζα 

πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο αθνινπζίαο, ηνλ νξηζκό ηεο αξηζκεηηθήο 

πξνόδνπ θαη ηνπο ηύπνπο ηνπ ληνζηνύ όξνπ θαη ηνπ αζξνίζκαηνο. 

Η υλοποίηςη 

΢ηηο δύν πξώηεο εξσηήζεηο νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ όηη ηα ύςε ηνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε 

πξώην όξν ην 4 θαη δηαθνξά 2. Απηό κπνξνύλ λα ην επηβεβαηώζνπλ αλ θαηαγξάςνπλ 

κεξηθέο ηηκέο ηεο αθνινπζίαο αλ δειαδή ηεο αθνινπζίαο ησλ πςώλ ησλ 

παξαιιεινγξάκκσλ.  

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε ν 20
νο

 όξνο ζα ππνινγηζηεί κε βάζε ηνλ ηύπν ηνπ ληνζηνύ όξνπ 

ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ ελώ ε επηβεβαίσζε ζα γίλεη όηαλ νη καζεηέο δώζνπλ κέζσ 

ηνπ κεηαβνιέα ηελ ηηκή 20 ζηνλ κεηαβνιέα λ. 

΢ην επόκελν εξώηεκα νη καζεηέο ζα επηθεληξσζνύλ ζηηο ηηκέο ηεο αθνινπζίαο αθ 

δειαδή ζηηο ηηκέο ησλ πςώλ ησλ λέσλ παξαιιεινγξάκκσλ πνπ εκθαλίδνληαη. Δδώ ζα 

παξαηεξήζνπλ όηη νη ηηκέο απηέο απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο κηαο αξηζκεηηθήο 

πξνόδνπ κε πξώην όξν ην 42 θαη δηαθνξά 2. 

Ζ πέκπηε εξώηεζε είλαη ζεκαληηθή γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο βαζηθήο ηδέαο ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο. Οη καζεηέο, κε ηελ βνήζεηα ηνπ δηδάζθνληα, ζα παξαηεξήζνπλ όηη ε 

δεύηεξε πξόνδνο έρεη ηνπο ίδηνπο όξνπο κε ηελ πξώηε κόλν πνπ νη όξνη απηνί 

εκθαλίδνληαη κε αληίζηξνθε ζεηξά. ΢πγθεθξηκέλα ν πξώηνο όξνο ηεο κίαο είλαη ίζνο 

κε ηνλ ηειεπηαίν όξν ηεο άιιεο, ν δεύηεξνο όξνο ηεο κηαο ηζνύηαη κε ηνλ 

πξνηειεπηαίν όξν ηεο άιιεο θ.ν.θ. 
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Γηα ην 6
ν
 εξώηεκα νη καζεηέο αλακέλεηαη κε ζρεηηθή επθνιία λα δηαθξίλνπλ όηη ην 

άζξνηζκα ησλ πςώλ δύν παξαιιεινγξάκκσλ πνπ βξίζθνληαη ζηελ ίδηα επζεία είλαη 

ζηαζεξό θαη ίζν κε 46 κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγεζεί έλα παξαιιειόγξακκν αθνύ 

γηα θάζε λ ην άζξνηζκα ησλ δύν ηκεκάησλ ζα είλαη ζηαζεξό. 

Σν ζπλνιηθό κήθνο ησλ ηκεκάησλ ζα είλαη ίζν κε 20.46=920. Σν άζξνηζκα ησλ 

κεθώλ κόλν ησλ θόθθηλσλ ηκεκάησλ πξνθαλώο ζα είλαη ίζν κε 460. 

΢ηελ όγδνε εξώηεζε ππάξρνπλ δύν δπλαηόηεηεο 

α) Αλ νη καζεηέο έρνπλ ήδε δηδαρζεί ηελ απόδεημε ηνπ ηύπνπ πνπ δίλεη ην άζξνηζκα 

ησλ λ όξσλ κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ ηόηε ζα αλαγλσξίζνπλ όηη ηα παξαπάλσ 

απνηεινύλ κία γεσκεηξηθή ηνπ εξκελεία. 

β) Ο δηδάζθσλ έρεη ηελ δπλαηόηεηα λα πινπνηήζεη ηελ δξαζηεξηόηεηα πξηλ ηελ 

δηδαζθαιία ηνπ ζρεηηθνύ ηύπνπ. Με ηνλ ηξόπν απηό ηα εξσηήκαηα 6, 7 θαη 8 

απνηεινύλ κία δηαηζζεηηθή πξνζέγγηζε ηεο απόδεημεο. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή νη καζεηέο ζα δηαηππώζνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην άζξνηζκα 

ησλ λ όξσλ κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, ζηελ αξρή ιεθηηθά «Ο πξώηνο όξνο ζπλ ηνλ 

ηειεπηαίν επί ην πιήζνο δηα δύν». ΢ηελ ζπλέρεηα ζα θάλνπλ ηελ ηππηθή απόδεημε ζην 

ηεηξάδην. 

Ζ ηειεπηαία εξώηεζε έρεη ζηόρν ηελ δηεξεύλεζε ηνπ κνληέινπ ησλ 

παξαιιεινγξάκκσλ ζε πεξηπηώζεηο πνπ ην σ είλαη αξλεηηθό θαη γεληθόηεξα 

ππάξρνπλ αξλεηηθνί όξνη ζηελ πξόνδν. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ζα εκθαληζηεί ην 

παξαθάησ ζρήκα 

 

Δδώ νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη θαη πάιη ην ζπλνιηθό άζξνηζκα είλαη ζηαζεξό 

θαη βξίζθεηαη κέζα ζην νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν αθνύ νη ζεηηθέο ηηκέο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηα ηκήκαηα πνπ βξίζθνληαη έμσ από ην παξαιιειόγξακκν (ζην πάλσ 

κέξνο ηνπ) είλαη θαη απόιπηε ηηκή ίζεο κε ηηο αξλεηηθέο ηηκέο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηα 

ηκήκαηα πνπ βξίζθνληαη έμσ από ην παξαιιειόγξακκν(ζην θάησ κέξνο). 
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1.3.4 ΑΚΟΛΟΤΘΗΔ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη έλαο κεηαβνιέαο λ θαη έλα επζύγξακκν ηκήκα ΚΜ=αλ ην 

νπνίν κεηαβάιιεηαη θαζώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηνπ λ. Αθόκε εκθαλίδεηαη ην 

ηκήκα ΛΜ=d.   

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα λ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η: 

1. Να θαηαγξάςεηε ηηο ηηκέο ηνπ ηκήκαηνο αλ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ λ. 

Τπάξρεη θάπνηνο θαλόλαο κε ηνλ νπνίν πξνθύπηνπλ νη ηηκέο απηέο;  

2. Να θαηαγξάςεηε ηηο ηηκέο ηνπ ηκήκαηνο d. Τπάξρεη θάπνηνο θαλόλαο πνπ 

δεκηνπξγνύληαη; Πνηα ζρέζε έρνπλ νη ηηκέο ηνπ d κε ηηο ηηκέο ηνπ αλ;  

3. Να εκθαλίζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Μ. Να κεηαβάιεηε ηηο ηηκέο ηνπ λ. Ση 

παξαηεξείηε γηα ηα ζεκεία πνπ δεκηνπξγνύληαη; 

4. Πνηα κνξθή θακπύιεο ζα κπνξνύζε λα δεκηνπξγεζεί αλ ην ζεκείν Μ θηλεζεί 

ζε ζπλερή γξακκή θαη όρη απιά ζεκείν πξνο ζεκείν; 

5. Να εκθαλίζεηε ηνπο ηξεηο κεηαβνιείο α, β, γ θαη ηελ ζπλάξηεζε f. Nα 

θαηαζθεπάζεηε κία παξακεηξηθή ζπλάξηεζε επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηελ f θαη 

λα πξνζαξκόζεηε ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε πάλσ ζην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Μ.   

Αο επηρεηξήζνπκε ηώξα λα εληνπίζνπκε ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ηνλ ηπραίν όξν αλ ηεο 

αθνινπζίαο πνπ δεκηνπξγνύλ νη ηηκέο ηνπ α. 

6. Να ζπκπιεξώζεηε ηελ ηειηθή γξακκή κε βάζε ηηο πξνεγνύκελεο. 

α1=1 

α2=α1+2 

α3=α2+3 

α4=α3+4 
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………. 

………. 

αλ= 

7. Να πξνζζέζεηε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο. Να ππνινγίζεηε ηνλ όξν αλ ζαλ 

ζπλάξηεζε ηνπ αξηζκνύ λ. Να ζπγθξίλεηε ηνλ ηύπν πνπ ζαο πξνέθπςε κε ηελ 

απάληεζε πνπ έρεηε δώζεη ζηελ εξώηεζε 5. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

επέθηαζε ηεο έλλνηαο ηεο αθνινπζίαο θαη ηεο πξνόδνπ.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δεκηνπξγία ίρλνπο θαη ηελ εκθάληζε 

αληηθεηκέλσλ θαη ηνλ επαλαπξνζδηνξηζκό ηνπο. 

Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην άζξνηζκα ησλ λ όξσλ κηαο 

αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

Η υλοποίηςη 

΢ηελ ζπγθεθξηκέλε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα πξνζπαζήζνπλ λα βξνπλ έλαλ ηύπν 

γηα ηνλ ληνζηό όξν κηαο αθνινπζίαο πνπ όκσο δελ είλαη νύηε αξηζκεηηθή νύηε 

γεσκεηξηθή πξόνδνο. Οη όξνη ηεο ζπγθεθξηκέλεο αθνινπζίαο αλήθνπλ πάλσ ζε κία 

παξαβνιή ηελ νπνία νη καζεηέο ζα πξέπεη λα θαηαζθεπάζνπλ κέζα από ηηο 

δπλαηόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ. 

΢ηελ πξώηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ζύξνπλ ηνλ κεηαβνιέα ζηελ ζέζε 0. ΢ηελ 

ζπλέρεηα ζα απμάλνπλ ηηο ηηκέο ζηαδηαθά θαη ζα παξαηεξήζνπλ όηη πξάγκαηη ππάξρεη 

κία θαλνληθόηεηα. ΢πγθεθξηκέλα θάζε όξνο αλ πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελν αλ-1 

αλ πξνζζέζνπκε κία πνζόηεηα θαηά έλα κεγαιύηεξε από απηή πνπ πξνζζέζακε ζηνλ 

αλ-2 γηα λα πξνθύςεη ν αλ-1. 

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ζπλδέζνπλ ηηο ηηκέο ηνπ ηκήκαηνο d κε ηνλ 

ηξόπν πνπ απμάλνληαη νη ηηκέο ηνπ αλ. Γειαδή ζα παξαηεξήζνπλ όηη θάζε ηηκή ηνπ d 

δείρλεη ηνλ αξηζκό πνπ έρεη πξνζηεζεί ζηνλ όξν αλ-1 γηα λα πξνθύςεη ν αλ.  

΢ηελ ηξίηε θαη ηέηαξηε εξώηεζε αθνύ νη καζεηέο εκθαλίζνπλ ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ 

Μ ζα παξαηεξήζνπλ όηη ηα ίρλε δηαηάζζνληαη πάλσ ζε κία θακπύιε ε νπνία ζπκίδεη 

έληνλα παξαβνιή.  

΢ηελ πέκπηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εκθαλίζνπλ ηνπο 3 κεηαβνιείο α, β, γ θαη ηελ 

βνεζεηηθή ζπλάξηεζε f. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηελ f  ζε αx
2
+βx+γ 

θαη ζα πξνζπαζήζνπλ λα ηελ πξνζαξκόζνπλ πάλσ ζηα ζεκεία πνπ ήδε ππάξρνπλ. 

Δδώ ζα πξέπεη λα κειεηήζνπλ πξνζεθηηθά ηα ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία θαη θπξίσο 

απηό πνπ βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα ρ΄ρ. Σν ζπγθεθξηκέλν ζεκείν έρεη ζπληεηαγκέλεο (1, 

0) ελώ ππάξρεη έλδεημε όηη ε ζπλερήο θακπύιε ζα πεξάζεη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

Απηό ζα ην επηβεβαηώζνπλ αλ επηιέμνπλ γ=0 νπόηε γηα α=0,5 θαη β= -0,5 ε θακπύιε 

ζα πξνζαξκνζηεί πάλσ ζηα ζεκεία πνπ έρνπλ δεκηνπξγήζεη ηα ίρλε ηνπ Μ. 
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Μία επηβεβαίσζε γηα ηελ νξζόηεηα ηεο απάληεζεο ζην εξώηεκα απηό κπνξεί λα γίλεη 

θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζην ζεκείν Μ όπνπ εκθαλίδνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ      

(λ, 0,5λ
2
-0,5λ) θαη ε ηεηκεκέλε ππνδεηθλύεη ηελ ζπλάξηεζε ζηελ νπνία αλήθνπλ ηα 

δεύγε ησλ ηηκώλ. 

Μία ελδηαθέξνπζα παξάπιεπξε δξαζηεξηόηεηα ζα κπνξνύζε λα πινπνηεζεί αλ ν 

δηδάζθσλ δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα εκθαλίζνπλ ην ίρλνο ηνπ ηκήκαηνο d θαη λα 

ζαξώζνπλ ηηο ηηκέο ηνπ λ. 

 

Δδώ δεκηνπξγείηαη κία νπηηθνπνίεζε ηεο αθνινπζίαο ησλ ηηκώλ ηνπ d. ΢ηελ ζπλέρεηα 

κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα γξάςνπλ έλαλ αλαδξνκηθό ηύπν γηα ηελ 

αθνινπζία αλ. Ο ηύπνο απηόο είλαη αλ=αλ-1+(λ-1) 

΢ηελ έθηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηνλ ηύπν απηό γηα λα 

εθαξκόζνπλ κία ηππηθή δηαδηθαζία κε ηελ νπνία ζα θαηαζθεπάζνπλ έλαλ ηύπν πνπ 

ζα δίλεη ηνλ ληνζηό όξν ηεο αθνινπζίαο. Ο ηύπνο απηόο ζα ζπκπέζεη κε ηνλ ηύπν πνπ 

είραλ βξεη νη καζεηέο κέζσ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηνπ ηξησλύκνπ. 
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1.3.5 ΓΔΧΜΔΣΡΗΚΖ ΠΡΟΟΓΟ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη 3 κεηαβνιείο α1, ι θαη λ θαζώο θαη έλα επζύγξακκν ηκήκα 

ΑΜ κε γλσζηό κήθνο αλ. 

 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα λ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Πσο κεηαβάιιεηαη ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΜ θαζώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο 

ηνπ λ; 

2. Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηελ ηηκή αλ ηνπ ηκήκαηνο κε ηελ αλ-1, δειαδή κε ηελ 

πξνεγνύκελή ηεο; Να εμεγήζεηε κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν γηαηί νη ηηκέο ηνπ 

ηκήκαηνο απνηεινύλ κία γεσκεηξηθή πξόνδν.  

3. Πνηνο είλαη ν 10
νο

 όξνο ηεο πξνόδνπ; Να απαληήζεηε ζην εξώηεκα απηό κε 

βάζε ηνλ ηύπν πνπ καο δίλεη ηνλ ληνζηό όξν πξνόδνπ θαη λα επηβεβαηώζεηε ην 

απνηέιεζκα. 

4. Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ ι (όηαλ λ=1). Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ην κήθνο ηνπ 

ηκήκαηνο ζπλερώο απμάλεη (αλεμάξηεηα αλ βξίζθεηε πάλσ ή θάησ από ηνλ 

άμνλα ρ΄ρ) θαζώο απμάλνληαη νη ηηκέο ηνπ λ; 

5. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ζπλερώο κεηώλεηαη. Να 

ζπλνςίζεηε ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο. 
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Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο αθνινπζίαο, ηνλ νξηζκό ηεο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ θαη ηνλ ηύπν ηνπ ληνζηνύ όξνπ. 

Η υλοποίηςη 

Ζ δξαζηεξηόηεηα ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ έρεη ζηόρν λα εληζρύζεη ηελ δηεξεπλεηηθή 

ζηάζε ησλ καζεηώλ θαη λα απνζαθελίζεη ηηο ηδηόηεηεο ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ. 

Ο δηδάζθσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ δξαζηεξηόηεηα σο εθαξκνγή ζηηο 

γεσκεηξηθέο πξνόδνπο αιιά θαη σο εηζαγσγή ζηελ δηδαζθαιία ηεο παξαγξάθνπ 

απηήο. Ζ πξνηεηλόκελε πνξεία πνπ αθνινπζεί αλαθέξεηαη ζηελ ρξήζε ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο σο εθαξκνγή. 

΢ηελ πξώηε θαη δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ζεκεηώζνπλ δηαδνρηθέο ηηκέο ηνπ αλ 

θαη ζα παξαηεξήζνπλ όηη ν ιόγνο παξακέλεη ζηαζεξόο επνκέλσο ε αθνινπζία 

απνηειεί γεσκεηξηθή πξόνδν. 

Έλαο άιινο ηξόπνο γηα λα δηαπηζηώζνπλ νη καζεηέο όηη πξάγκαηη πξόθεηηαη γηα 

γεσκεηξηθή πξόνδν είλαη λα θάλνπλ νη καζεηέο δεμί θιηθ ζην ζεκείν Μ θαη λα 

δηαπηζηώζνπλ όηη ε ηεηαγκέλε ηνπ έρεη ηελ κνξθή ηνπ γεληθνύ όξνπ κηαο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ.  

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ππνινγίζνπλ ηνλ δέθαην όξν, κε βάζε ηνλ ηύπν, 

θαη ζηελ ζπλέρεηα ζα ην επηβεβαηώζνπλ ζύξνληαο ηνλ κεηαβνιέα ηνπ λ ζηελ ηηκή 10 

θαη ζεκεηώλνληαο ηελ ηηκή ηνπ α10. 

΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ ι θαη ζα 

παξαηεξήζνπλ όηη αλ ι>1 ή ι<-1 ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο αλ ζπλερώο απμάλεηαη. 

Αθόκε ζα παξαηεξήζνπλ όηη ηα ηκήκαηα, ζηελ πεξίπησζε πνπ ι<-1, ελαιιάζζνπλ 

ηελ ζέζε ηνπο πάλσ θαη θάησ από ηνλ άμνλα ρ΄ρ. 

΢ηελ πέκπηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα πεηξακαηηζηνύλ γηα ηηκέο ηνπ ι κεηαμύ -1 θαη 1. 

Θα παξαηεξήζνπλ όηη ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο αλ ζπλερώο κεηώλεηαη. 

Σέινο νη καζεηέο ζα ζπλνςίζνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο ελώ ν δηδάζθσλ ζα ηνπο 

ππνδείμεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ απόιπηε ηηκή ηνπ ιόγνπ ι γηα λα πεξηγξάςνπλ ηελ 

αύμνπζα ή ηελ θζίλνπζα γεσκεηξηθή πξόνδν. 

Επέκταςη 

Ο δηδάζθσλ έρεη ηε επρέξεηα λα επεθηείλεη ηελ δξαζηεξηόηεηα δεηώληαο από ηνπο 

καζεηέο λα δεκηνπξγήζνπλ ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Μ θαη λα κειεηήζνπλ ηνλ 

γεσκεηξηθό ηνπ ηόπν θαζώο κεηαβάιιεηαη ην λ. Δδώ είλαη επθαηξία λα ηνληζηεί όηη ε 

θακπύιε ζηελ νπνία θαίλεηαη λα αλήθνπλ ηα ίρλε είλαη ίζσο ε γξαθηθή παξάζηαζε 

κηαο λέαο ζπλάξηεζεο. Με ηνλ ηξόπν δεκηνπξγείηαη κία γέθπξα κεηαμύ ηεο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ θαη ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο. 
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1.4 ΔΚΘΔΣΙΚΗ-ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 

1.4.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Οη δξαζηεξηόηεηεο ηνπ ζελαξίνπ ηεο εθζεηηθήο θαη ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο 

αξζξώλνληαη γύξσ από ηηο δπλαηόηεηεο πνπ καο παξέρεη ην ινγηζκηθό λα 

νπηηθνπνηήζνπκε θαη λα δηεξεπλήζνπκε κε δπλακηθό ηξόπν αιγεβξηθέο ζρέζεηο. 

Οη έμη δξαζηεξηόηεηεο νδεγνύλ ζηαδηαθά ηνλ καζεηή από ηελ γεσκεηξηθή πξόνδν 

ζηελ ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε θαη θιηκαθώλνληαη ζε επίπεδα δπζθνιίαο.  

Ζ πξώηε δξαζηεξηόηεηα έρεη ζηόρν λα απνηειέζεη κία εηζαγσγή ζηελ εθζεηηθή 

ζπλάξηεζε κέζσ κίαο πύθλσζεο ησλ όξσλ ηεο δηαθξηηήο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ. 

Ζ δξαζηεξηόηεηα μεθηλά κε ηελ θαηαζθεπή ηκεκάησλ κήθνπο ΜΝ=α
λ
. Όηαλ ην λ 

παίξλεη αθέξαηεο ηηκέο ηόηε έρνπκε κία ΓΠ κε ι= α. όηαλ ην λ παίξλεη ηηκέο αλά 0,5 

ηόηε πξνθύπηεη άιιε γεσκεηξηθή πξόνδνο    

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη 

ε κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο f(x)=α
x
 θαζώο 

κεηαβάιιεηαη ην α. 

Δπηπιένλ ζα κειεηήζνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηελ βαζηθή εθζεηηθή f(x)=α
x
 όηαλ κεηαβάινπκε ην πξόζεκν ηνπ ρ ή ηεο ίδηαο ηεο 

ζπλάξηεζεο. Γειαδή ζα κειεηήζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο g(x)=α
-x

 θαη h(x)=-α
x
. 

Σέινο ζα ιύζνπλ γξαθηθά εθζεηηθέο εμηζώζεηο νη νπνίεο δελ ζα κπνξνύζαλ λα ιπζνύλ 

κε αιγεβξηθή δηαδηθαζία. 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα γλσξίζνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ινγάξηζκνπ κέζσ 

ηεο αλάγθεο λα ιύζνπλ, πάληα κέζσ γξαθηθήο παξάζηαζεο, εμηζώζεηο ηεο κνξθήο 

2
x
=10. Αθόκε ζα γλσξίζνπλ βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ ινγαξίζκσλ. 

΢ηελ ηέηαξηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ ηελ ζρέζε ηεο ινγαξηζκηθήο 

ζπλάξηεζεο κε ηελ εθζεηηθή. Αθόκε ζα κειεηήζνπλ ηελ κνλνηνλία ηεο ινγαξηζκηθήο 

ζπλάξηεζεο θαη ζα ηελ ζπλδέζνπλ κε ηηο ηηκέο ηνπ α. 

΢ηελ πέκπηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ ηελ γξαθηθήο παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x)=logα(x) γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο βάζεο α. Δπεηδή ην ινγηζκηθό 

θαηαζθεπάδεη κόλν ηελ ζπλάξηεζε lnx (πιεθηξνιόγεζε logx) ζα πξέπεη λα γίλεη 

ρξήζε ηνπ ηύπνπ ηεο αιιαγήο βάζεο ώζηε ε f(x)=logα(x) λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε 

lnx
f(x)=  

lnα
Όηαλ νη καζεηέο κειεηήζνπλ ηηο βαζηθέο ηδηόηεηεο ηεο ινγαξηζκηθήο 

ζπλάξηεζεο ηόηε ζα κπνξνύζαλ λα επηρεηξήζνπλ κία γξαθηθή απόδεημε ηεο ζρέζεο 

log(α.β)=logα+logβ. 

1.4.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο ηνπ ζελαξίνπ:  

 Θα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην ινγηζκηθό κέζα ζηα πιαίζηα ησλ ζρνιηθώλ ηνπο 

ππνρξεώζεσλ αιιά θαη σο εξγαιείν επέθηαζεο θαη δηεξεύλεζεο. 

 Θα εκπιαθνύλ ζε δξαζηεξηόηεηεο απόδεημεο πηζαλώλ ζρέζεσλ πνπ ππνδεηθλύεη ε 

ζπκπεξηθνξά ησλ δπλακηθώλ γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ ζηελ νζόλε. 
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 Θα. θαηαζθεπάζνπλ ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε κέζα από ζπλερείο ξεηέο 

πξνζεγγίζεηο. 

 Θα ιύζνπλ γξαθηθά κε ζπκβαηηθέο εμηζώζεηο, δειαδή εμηζώζεηο πνπ δελ 

ιύλνληαη κε κνιύβη θαη ραξηί. 

 Θα κειεηήζνπλ ηηο ζπλαξηεζηαθέο ηδηόηεηεο ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο. 

 Θα θαηαζθεπάζνπλ ηελ ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε από ηελ εθζεηηθή κέζα από 

δηαδηθαζίεο αλάθιαζεο σο πξνο ηελ επζεία ς=ρ. 

 Θα κειεηήζνπλ ηδηόηεηεο ησλ ινγαξίζκσλ. 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 35 

1.4.3 ΚΑΣΑ΢ΚΔΤΖ ΣΖ΢ ΔΚΘΔΣΗΚΖ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη δύν κεηαβνιείο α, λ. Οη κεηαβνιείο κεηαβάιινπλ ηελ ζέζε 

θαη ην ύςνο ηνπ ηκήκαηνο ΝΜ, ην νπνίν ζηελ νζόλε εκθαλίδεηαη θαη σο αλ. 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ην ηκήκα αιιάδνληαο ηηο ηηκέο ηνπ λ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να απνδείμεηε όηη νη ηηκέο ηνπ αλ δεκηνπξγνύλ γεσκεηξηθή πξόνδν. Πνηα είλαη 

ηα ζηνηρεία ηεο πξνόδνπ θαη πσο ζρεηίδνληαη κε ηνπο κεηαβνιείο; 

2) Να δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Μ. Να κεηαβάιεηε ηηο ηηκέο ηνπ λ. 

Με πνηνλ ηξόπν δηαηάζζνληαη ηα ίρλε ηνπ ζεκείνπ Μ; 

3)  Να αιιάμεηε ην βήκα ζηνλ κεηαβνιέα λ από 1 ζε 0.5. Να κεηαβάιεηε ηηο 

ηηκέο ηνπ λ. Να απνδείμεηε όηη θαη πάιη νη ηηκέο ηνπ αλ απνηεινύλ όξνπο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ. 

4) Ση παξαηεξείηε γηα ηα ίρλε ηνπ ζεκείνπ Μ. Ση ζρέζε έρνπλ ηα λέα ίρλε κε ηα 

πξνεγνύκελα; 

5) Να πεηξακαηηζηείηε αιιάδνληαο ην βήκα ηνπ κεηαβνιέα λ αιιά θαη ηηο ηηκέο 

ηνπ α. Ση ζα ζπκβεί κε ηα ίρλε ηνπ ζεκείνπ Μ όηαλ ην βήκα είλαη πνιύ κηθξό 

π.ρ 0,01; 

6) Πνηα ζπλάξηεζε ζα κπνξνύζε λα έρεη κία γξαθηθή παξάζηαζε πνπ λα 

πεξηέρεη όια ηα ίρλε ηνπ ζεκείνπ Μ, γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ βήκαηνο; 

7) Να επαλαπξνζδηνξίζεηε  ηελ ζπλάξηεζε πνπ βξίζθεηαη ζηα ειεύζεξα 

αληηθείκελα ώζηε λα θαηαζθεπάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

πνπ έρεηε εληνπίζεη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα. Ση παξαηεξείηε; 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί γηα 

ηελ ππνζηήξημε ηεο δηδαζθαιίαο ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκό ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ θαη ηνλ ηύπν εύξεζεο ηνπ ληνζηνύ 

ηεο όξνπ σο ζπλάξηεζε ηεο ηάμεο λ ηνπ όξνπ θαη ηνπ ιόγνπ ι. 

Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δεκηνπξγία ίρλνπο ζε έλα ζεκείν θαη ηελ 

αιιαγή ηνπ βήκαηνο ζηνλ κεηαβνιέα από ην menu ησλ ηδηνηήησλ ηνπ. 

Σέινο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν επαλαπξνζδηνξηζκνύ κίαο ζπλάξηεζεο . 

Η υλοποίηςη 

΢ηελ αξρή ηεο δξαζηεξηόηεηαο νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ ηα ζηνηρεία ηεο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ θαηαγξάθνληαο ηηο ηηκέο ηνπ ηκήκαηνο αλ. 

Θα παξαηεξήζνπλ όηη ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα α πξνζδηνξίδεη ηνλ όξν α1. 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα δεκηνπξγήζνπλ ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Μ θαη ζα ζύξνπλ ηνλ 

κεηαβνιέα ηνπ λ. Θα εκθαληζηνύλ ηα ίρλε ηνπ ζεκείνπ Μ ηα νπνία ζα είλαη 

δηαηεηαγκέλα ζε κία θακπύιε. Απηό ζα ζρνιηαζηεί σο ραξαθηεξηζηηθό ησλ 

κεηαβνιώλ πνπ δελ δεκηνπξγνύλ αξηζκεηηθή πξόνδν. 

Από ηελ ηξίηε εξώηεζε αξρίδεη κία δηαδηθαζία πύθλσζεο ησλ ζεκείσλ πνπ 

δεκηνπξγνύλ ηα ίρλε ηνπ Μ. Ζ λέα πξόνδνο έρεη ηνλ ίδην πξώην όξν αιιά ηώξα ν 

ιόγνο ι είλαη ε ηεηξαγσληθήο ξίδα ηνπ πξνεγνύκελνπ ιόγνπ.  

Δδώ νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη θαη ηα λέα ζεκεία δηαηάζζνληαη ‘θαλνληθά’ ζε 

ζρέζε κε ηα πξνεγνύκελα ζεκεία. 

Καζώο νη καζεηέο αιιάδνπλ ηηο ηηκέο ηνπ α αιιάδεη θαη ε πξόνδνο, ελώ ππθλώλνπλ 

ηα ίρλε ηνπ ζεκείνπ Μ ζε ζεκείν πνπ λα δεκηνπξγείηαη ε εληύπσζε ζπλερόκελεο 

θακπύιεο γηα πνύ κηθξέο ηηκέο ηνπ βήκαηνο ηεο κεηαβιεηήο λ. 

 

Ζ ζπλάξηεζε πνπ ζα κπνξνύζε λα ελώζεη ζε κία ζπλερή θακπύιε όια ηα ίρλε είλαη ε  

f(x)=α
x
. Οη καζεηέο ζα θαηαζθεπάζνπλ ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε, 

επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηελ ήδε ππάξρνπζα ζπλάξηεζε, θαη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη 

πξάγκαηη ε ζπλάξηεζε απηή απνηειεί κία ‘νξηαθή’ πεξίπησζε γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 

όηαλ ην βήκα ηνπ κεηαβνιέα λ έρεη όξην ην 0.  
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1.4.4 ΜΔΛΔΣΖ ΣΖ΢ ΔΚΘΔΣΗΚΖ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιιεηαη έλαο κεηαβνιέαο α θαη νη εμηζώζεηο δύν ζπλαξηήζεσλ f, g  

ζην παξάζπξν ησλ αληηθεηκέλσλ. 

Να εκθαλίζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο. 

2) Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ α. Να ραξαθηεξίζεηε ηελ κνλνηνλία ηεο 

ζπλάξηεζεο αλάινγα κε ηηο ηηκέο ηνπ α. Πόηε ε ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα θαη 

πόηε θζίλνπζα; 

3) Να θαηαζθεπάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο h(x)=-α
-x

. Να 

κειεηήζεηε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο κεηαβάιιεηαη ην α. 

4) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε (1,7)
x
=x+2 λα δώζεηε ηηο ιύζεηο κε πξνζέγγηζε 

εθαηνζηνύ. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αλαθέξεηαη ζηηο ηδηόηεηεο ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία επαλαθαζνξηζκνύ κίαο 

ζπλάξηεζεο.  

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν εηζαγσγήο κίαο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξηνρή 

εηζόδνπ εληνιώλ.  

Όζνλ αθνξά ζηα καζεκαηηθά, ζα πξέπεη λα έρνπλ ήδε θαηαλνήζεη ηνλ νξηζκό ηεο 

γλεζίσο αύμνπζαο θαη θζίλνπζαο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ηελ έλλνηα ηνπ 1-1. 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 38 

Πξνθαλώο ν δηδάζθσλ ζα κπνξνύζε λα πξνγξακκαηίζεη ηελ δηδαζθαιία ησλ δύν 

απηώλ ελλνηώλ κέζα από ηελ ζπγθεθξηκέλε δξαζηεξηόηεηα. 

Σέινο νη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν ιύζεο κηαο απιήο εθζεηηθήο 

εμίζσζεο. 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά ζα εληνπίζνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο κέζα από ηελ 

δπλαηόηεηα πνπ δίλεη ην ινγηζκηθό γηα λα επαλαθαζνξίζνπλ ηνλ ηύπν ηεο 

ζπλάξηεζεο. Δδώ ππάξρεη θαη έλαο πεξηζζόηεξν δεκηνπξγηθόο ηξόπνο. Οη καζεηέο 

κπνξεί λα δεκηνπξγήζνπλ έλα ζεκείν πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε, λα εκθαλίζνπλ 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θαη λα θαηαγξάςνπλ κεξηθά δεύγε από απηέο θαζώο 

κεηαθηλνύλ ην ζεκείν. Δπηιέγνληαο σο ηεηκεκέλε αθέξαηνπο αξηζκνύο, θαη κε 

δεδνκέλν όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε πεξλά από ην (0, 0), νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ 

όηη πξόθεηηαη γηα ηελ f(x)=(1,6)
ρ
 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα ζπκπεξάλνπλ γηα ηελ κνλνηνλία ηεο εθζεηηθήο αλαιόγσο ηεο 

ζρέζεο ηεο ηηκήο ηνπ α κε ηνλ αξηζκό 1. 

΢ην ίδην ζύζηεκα αμόλσλ, δειαδή ζην ίδην αξρείν, ζα κειεηήζνπλ ηηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ g(x)=α
-x

 θαη h(x)=-α
x
 θαη ζα ζρνιηάζνπλ ηελ κνξθή 

ηνπο θαζώο θαη ηελ κνλνηνλία ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

Ζ ιύζε ηεο εμίζσζεο ζα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο ζε δηαπξαγκάηεπζε ζρεηηθά κε ηνλ 

ηξόπν πνπ νη δπλαηόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ ζα επηηξέςνπλ ηεο άκεζε ιύζε 

νπνηαζδήπνηε εθζεηηθήο εμίζσζεο κε πξνζέγγηζε. 

Καη αξρήλ ζα αλαγλσξίζνπλ όηη ε ιύζε είλαη αλέθηθηε κε ηνλ θιαζζηθό ηξόπν πνπ 

δηδάζθνληαη ζηελ ζρνιηθή ηάμε. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα αλαγλσξίζνπλ ηελ ζεκαζία ησλ 

ζεκείσλ ηνκήο ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ f(x)= (1,7)
x
 θαη g(x)=x+2. Οη ηεηκεκέλεο 

ησλ ζεκείσλ ηνκήο απνηεινύλ πξνζεγγίζεηο ησλ ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο (1,7)
x
=x+2. 

 

 

Επέκταση: Δδώ ν δηδάζθσλ ζα κπνξνύζε λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

δεκηνπξγήζνπλ ζην ηεηξάδηό ηνπο ζύλζεηεο εμηζώζεηο, δηθήο ηνπο επηλόεζεο, θαη λα 

ηηο ιύζνπλ κε ηελ βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ. 
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1.4.5 ΛΟΓΑΡΗΘΜΟ΢ ΘΔΣΗΚΟΤ ΑΡΗΘΜΟΤ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδεηαη έλαο κεηαβνιέαο α θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εθζεηηθήο 

ζπλάξηεζεο κε βάζε ην α.  

Πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο ππάξρεη ην ζεκείν Β1 ηνπ 

νπνίνπ ε ζέζε κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη αλ ζύξνπκε ην ζεκείν Α1, δειαδή όηαλ ζηελ 

νπζία αιιάδνπκε ηελ ηεηαγκέλε ηνπ Β1. Δπηπιένλ κπνξνύκε λα παξαηεξνύκε ηελ 

ηεηκεκέλε ηνπ Β1. 

Σέινο ππάξρνπλ δύν θνπκπηά κε ηα νπνία κπνξνύκε λα απνθξύπηνπκε ή λα 

εκθαλίδνπκε δηάθνξεο ηζόηεηεο. 

 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

Φαληαζηείηε όηη ζέινπκε λα ιύζνπκε κία εμίζσζε ηεο κνξθήο 2
x
=10. Δδώ 

ρξεηαδόκαζηε από ηε κία θάπνηα εξγαιεία ππνινγηζκώλ θαη από ηελ άιιε λέεο 

καζεκαηηθέο έλλνηεο. Απηά αθξηβώο ηα εξγαιεία θαη ηηο έλλνηεο ζα κειεηήζνπκε κε 

ηελ ζπγθεθξηκέλε δξαζηεξηόηεηα. 

1) Να θηλήζεηε ην ζεκείν Α1 πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς κέρξη ην ζεκείν κε 

ηεηαγκέλε 10.  Πνηα είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο 2
x
=10; Να ιύζεηε ηηο 

εμηζώζεηο 2,7
x
=10 θαη 3

x
=0,5 

2) Με ην θνπκπί ΣΤΠΟΗ (1) λα εκθαλίζεηε ηηο δύν ηζόηεηεο. Να ζύξεηε ην 

ζεκείν Α1 πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς. Να παξαηεξήζεηε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ 

ζεκείνπ Β1. Αλ ηελ ηεηκεκέλε απηή ηελ νλνκάζνπκε ινγάξηζκν ηεο 
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ηεηαγκέλεο ηνπ Β1 κε βάζε ηνλ αξηζκό α, λα ππνινγίζεηε ηνπο ινγάξηζκνπο 

log210, log21, log20,5.  

3) Να δηεξεπλήζεηε κε ηελ βνήζεηα ηνπ ζεκείνπ Α1 πόηε ν ινγάξηζκνο ελόο 

αξηζκνύ κε βάζε ην α είλαη ζεηηθόο, πόηε 0, θαη πόηε αξλεηηθόο. 

4) Με ην θνπκπί ΣΤΠΟΗ (2) λα εκθαλίζεηε δύν επηπιένλ ζεκεία ηα Α2 θαη Α3 

καδί κε ηα αληίζηνηρα ζεκεία πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη ηνλ άμνλα 

ρ΄ρ. Θέινπκε ηώξα λα εμεηάζνπκε ηηο ηδηόηεηεο απηήο ηεο λέαο έλλνηαο ηνπ 

ινγάξηζκνπ. Να ππνινγίζεηε κε ηελ βνήζεηα ησλ ζεκείσλ Α1, Α2 θαη Α3 ηνπο 

ινγάξηζκνπο ησλ αξηζκώλ 3, 5 θαη 15 αληίζηνηρα. Ση παξαηεξείηε; Να 

επαλαιάβεηε γηα ηνπο αξηζκνύο 4, 5 θαη 20. Να δηαηππώζεηε έλαλ θαλόλα πνπ 

θαίλεηαη λα ηζρύεη γηα ηνλ ινγάξηζκν ηνπ γηλνκέλνπ δύν αξηζκώλ. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί γηα 

ηελ ππνζηήξημε ηεο δηδαζθαιίαο πνπ αλαθέξεηαη ζηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηνπ 

ινγαξίζκνπ. Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ηελ έλλνηα ηεο εθζεηηθήο εμίζσζεο. 

Οη παξαπάλσ γλώζεηο είλαη αξθεηέο θαη δελ απαηηνύληαη ηδηαίηεξεο δεμηόηεηεο ζε 

ζρέζε κε ην ινγηζκηθό.  

Η υλοποίηςη 

΢ηελ αξρή ηεο δξαζηεξηόηεηαο νη καζεηέο ζα αλαγλσξίζνπλ όηη ε εμίζσζε 2
x
=10 δελ 

είλαη αδύλαηε. Σν ζεκαληηθό είλαη λα πξνθιεζεί ζπδήηεζε γηα ην γεγνλόο όηη κόλν 

κηθξό κέξνο ησλ εθζεηηθώλ εμηζώζεσλ κπνξνύλ λα επηιπζνύλ ρσξίο εξγαιεία 

ππνινγηζκνύ.  ΢ηελ ζπλέρεηα ζα πξέπεη λα αλαγλσξίζνπλ όηη ε γξαθηθήο παξάζηαζε 

πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ νζόλε αλήθεη  ζηε ζπλάξηεζε f(x)=2
x
. 

΢ην πξώην εξώηεκα νη καζεηέο ζα ζύξνπλ ην ζεκείν Α κέρξη ηνλ αξηζκό 10 θαη ζα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ Β1 είλαη πεξίπνπ 3,32 θαη απηή είλαη θαη 

ε ιύζε ηεο αξρηθήο εμίζσζεο. 

Με ηνλ ίδην ηόπν ζα επηιύζνπλ θαη ηηο ππόινηπεο εμηζώζεηο ηνπ πξώηνπ εξσηήκαηνο. 

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα έρνπλ ζηελ δηάζεζή ηνπο δύν επηπιένλ 

δπλακηθέο αλαπαξαζηάζεηο ησλ ελλνηώλ πνπ ζα ζπλδεζνύλ δειαδή ηεο εθζεηηθήο 

κνξθήο θαη ηνπ ινγάξηζκνπ. 

 

Δδώ είλαη ρξήζηκν λα ζπδεηεζεί ε αληίζηξνθε ζρέζε ηνπ 3,32 , δειαδή ηνπ  

ινγάξηζκνπ θαη ηεο εθζεηηθήο κνξθήο ηνπ αξηζκνύ 10 ζε ζπλδπαζκό κε ην γεγνλόο 

όηη νη δύν απηνί αξηζκνί αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθνύο άμνλεο ζηελ θαξηεζηαλή 

αλαπαξάζηαζε ηνπ ζεκείνπ Β1. 
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΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα αλαδεηήζνπλ ηνλ αξηζκό ηνπ νπνίνπ ν ινγάξηζκνο 

είλαη 0 θαη θπξίσο ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ν ινγάξηζκνο κπνξεί λα πάξεη θαη αξλεηηθέο 

ηηκέο. 

Σν ηέηαξην εξώηεκα έρεη ζηόρν λα δηαπηζηώζνπλ νη καζεηέο όηη ν ινγάξηζκνο ηνπ 

γηλνκέλνπ ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ινγαξίζκσλ. Απηό ζα πξνθύςεη επαγσγηθά 

θαζώο νη καζεηέο ζα πεηξακαηηζηνύλ κε αξθεηνύο ινγάξηζκνπο γηλνκέλσλ.  

΢ηελ αξρή θαιό ζα είλαη λα επηιεγνύλ αξηζκνί ησλ νπνίσλ ην γηλόκελν δελ είλαη 

ηδηαίηεξα κεγάιν κε ζηόρν λα βξίζθεηαη ζε ζεκείν ηνπ άμνλα ς΄ς επδηάθξηην. 

 

Γηα παξάδεηγκα ε επηινγή ηνπ γηλνκέλνπ 3∙4=12 επηβεβαηώλεη πνιιαπιώο όηη ην 

γηλόκελν 3∙4 έρεη ινγάξηζκν ην άζξνηζκα ησλ ινγαξίζκσλ ησλ δύν αξηζκώλ. Ο 

δηδάζθσλ ζα κπνξνύζε λα πξνηείλεη ζηνπο καζεηέο λα ζπδεηήζνπλ θαη λα 

δηεξεπλήζνπλ ηνλ ινγάξηζκν ηνπ πειίθνπ δύν αξηζκώλ θαζώο θαη ηνλ ινγάξηζκν ηεο 

δύλακεο ελόο αξηζκνύ. 
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1.4.6 ΚΑΣΑ΢ΚΔΤΖ ΣΖ΢ ΛΟΓΑΡΗΘΜΗΚΖ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδεηαη έλαο κεηαβνιέαο α, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εθζεηηθήο 

ζπλάξηεζεο κε βάζε ην α θαη ε επζεία y=x. Πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο ππάξρεη ην ζεκείν Α ελώ ζπγρξόλσο εκθαλίδεηαη θαη ην 

ζεκείν Β. 

 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να θηλήζεηε ην ζεκείν Α πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

Πνηα είλαη ε γεσκεηξηθή ζρέζε ηνπ ζεκείνπ Β σο πξνο ην ζεκείν Α;  

2) Πνηα είλαη ε ζρέζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ δύν ζεκείσλ; 

3) Να δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Β. Ζ ζπλάξηεζε πνπ έρεη γξαθηθή 

παξάζηαζε ηελ θακπύιε πνπ δεκηνύξγεζαλ ηα ίρλε ζα νλνκάδεηαη 

αληίζηξνθε ηεο εθζεηηθήο. Να παραηερήζεηε όηη ε ζσλάρηεζες ασηή αληηζηοητεί 

ζε θάζε αρηζκό τ ηολ εθζέηε ηες δύλακες, κε βάζε ηολ αρηζκό α, ε οποία 

δύλακε είλαη ίζε κε τ, δειαδή ηολ ιογάρηζκο ηοσ τ κε βάζε ηο α. Η ζσλάρηεζε 

ασηή είλαη θσζηθό λα ολοκάδεηαη ιογαρηζκηθή.  Να θαηαζθεπάζεηε ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο απηήο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α, 

επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηελ βνεζεηηθή ζπλάξηεζε g(x).  

4) Να κειεηήζεηε ηελ κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α. 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εηζαγσγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αθνξά ζηελ ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δεκηνπξγία ίρλνπο, θαη ηνλ 

επαλαπξνζδηνξηζκό ηνπ ηύπνπ κηαο ζπλάξηεζεο . 

Όζνλ αθνξά ζηα καζεκαηηθά ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκό θαη ηελ έλλνηα ηνπ 

ινγαξίζκνπ θαη ηελ ηδηόηεηα αιιαγήο βάζεο δειαδή α

logx
log x=

logα
. 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο ζα θηλήζνπλ ην ζεκείν Α πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη ζα 

παξαηεξήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ ζεκείνπ Β. Ζ θίλεζε απηή αλακέλεηαη λα 

νδεγήζεη ζηελ εηθαζία όηη ην Β είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηελ επζεία y=x. 

΢ην ζεκείν απηό ν δηδάζθσλ κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα βεβαησζνύλ όηη 

πξάγκαηη ππάξρεη ζπκκεηξία. Ζ δηαπίζησζε κπνξεί λα γίλεη κε βάζε ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ δύν ζεκείσλ αιιά θαη κε δεμί θιηθ πάλσ ζην ζεκείν όπνπ ζαθώο 

αλαθέξεηαη όηη πξόθεηηαη γηα ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα δεκηνπξγήζνπλ ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Β νπόηε 

ζύξνληαο ην Α ζα δεκηνπξγεζεί ε θακπύιε ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο. 

Δδώ ν δηδάζθσλ ζα πξέπεη λα δηαπξαγκαηεπηεί ηόζν ηελ ζρέζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ 

ησλ δύν ζεκείσλ όζν θαη ηελ θαηάιιειε νλνκαζία ηεο λέαο ζπλάξηεζεο. 

Όζνλ αθνξά ζηελ θαηαζθεπή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο g(x)=logα(x) 

Ο δηδάζθσλ ζα πιεξνθνξήζεη ηνπο καζεηέο όηη ην ινγηζκηθό θαηαζθεπάδεη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ινγαξηζκηθώλ ζπλαξηήζεσλ κόλν κε ζπγθεθξηκέλε βάζε ηελ log(x). 

Απηό αλακέλεηαη λα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο λα εηζάγνπλ έκκεζα ηελ g(x)=logα(x) 

κέζσ ηνπ ηύπνπ 
logx

g(x)=
logα

 ρξεζηκνπνηώληαο ηελ βνεζεηηθή ζπλάξηεζε g(x) θαη 

επαλαπξνζδηνξίδνληάο ηελ. 

Όζνλ αθνξά ζηελ κνλνηνλία ηεο λέαο ζπλάξηεζεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη αθνινπζεί ηελ κνλνηνλία ηεο αληίζηνηρεο εθζεηηθήο. Απηό ζα γίλεη 

εθηθηό πεηξακαηηδόκελνη κε ηηο ηηκέο ηεο βάζεηο α.  
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1.4.7 ΜΔΛΔΣΖ ΣΖ΢ ΛΟΓΑΡΗΘΜΗΚΖ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο θαη έλαο 

κεηαβνιέαο 

Ο ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο πξνβάιιεηαη ζηελ νζόλε. 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να γξάςεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο θάλνληαο ρξήζε ελόο κόλν ινγαξίζκνπ. 

2) Να κεηαβάιεηε ηελ ηηκή ηνπ α. Πόηε ε ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα θαη πόηε 

θζίλνπζα. Πνηα είλαη ε ζρέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κε ηνλ άμνλα ς΄ς; 

3) Να εκθαλίζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο βνεζεηηθήο ζπλάξηεζεο g(x) θαη 

ηα ζεκεία Α, Β. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε log2x=2x-3 θαη ζηελ ζπλέρεηα ηελ 

αλίζσζε log2x>2x-3. 

4) Να απνθξύςεηε ηελ g(x) θαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο Α, Β κε ηελ αξρηθή 

θακπύιε. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ αξηζκνί ησλ νπνίσλ ν ινγάξηζκνο 

ζπκπίπηεη κε ηνλ ίδην ηνλ αξηζκό. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία ή δύν δηδαθηηθέο ώξεο θαη κπνξεί λα 

πινπνηεζεί θαηά ηελ δηδαζθαιία ηεο κειέηεο ησλ ηδηνηήησλ ηεο ινγαξηζκηθήο 

ζπλάξηεζεο θαη ησλ αληίζηνηρσλ εμηζώζεσλ.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ επαλαπξνζδηνξηζκό κηαο ζπλάξηεζεο.  
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Όζνλ αθνξά ζηα καζεκαηηθά ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ νξηζκό θαη ηελ έλλνηα ηνπ 

ινγαξίζκνπ θαη ηελ ηδηόηεηα αιιαγήο βάζεο, δειαδή α

logx
log x=

logα
 , θαζώο θαη ηνλ 

νξηζκό ηεο γλεζίσο αύμνπζαο θαη θζίλνπζαο ζπλάξηεζεο. 

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ γεσκεηξηθή ιύζε κηαο εμίζσζεο θαη κηαο 

αλίζσζεο. 

Η υλοποίηςη 

Όηαλ νη καζεηέο αλνίμνπλ ην αξρείν exp_4 ζα αλαγλσξίζνπλ ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα ζεκεηώζνπλ ζην 

ηεηξάδηό ηνπο ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο απηήο δειαδή  f(x)= log2x. 

Ο ζηόρνο ηα δεύηεξεο εξώηεζεο είλαη λα ζπλδέζνπλ νη καζεηέο ηελ κνλνηνλία ηεο 

ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο κε ηηο ηηκέο ηεο βάζεο α. Δδώ ζα ήηαλ ρξήζηκν λα δεηήζεη 

ν δηδάζθσλ από ηνπο καζεηέο λα αλαθαιέζνπλ ηελ κνλνηνλία ηεο εθζεηηθήο 

ζπλάξηεζεο θαη λα ζπκπεξάλνπλ όηη ηόζν ε εθζεηηθή όζν θαη ε ινγαξηζκηθή 

ζπλάξηεζε έρνπλ παξόκνηνπο θαλόλεο κνλνηνλίαο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε νη καζεηέο ζα αλαγλσξίζνπλ όηη ν άμνλαο y΄y είλαη θαηαθόξπθε 

αζύκπησηε. 

Όηαλ νη καζεηέο εκθαλίζνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g(x)=2x-3 θαη ηα ζεκεία Α, 

Β ζα παξαηεξήζνπλ όηη δεκηνπξγνύληαη δύν ζεκεία ηνκήο . 

 Δδώ ζα ήηαλ ρξήζηκν λα ζπδεηεζεί κε ηνπο καζεηέο ην γεγνλόο όηη ε ιύζε ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο εμίζσζεο είλαη αλέθηθηε κε ηνλ ηξόπν πνπ πξνβιέπεηαη από ηελ ύιε 

ηνπ βηβιίνπ. 

Ζ ηειεπηαία εξώηεζε έρεη ζηόρν λα πξνθαιέζεη κία δηεξεύλεζε θαη ζπδήηεζε γηα ην 

ηη ζεκαίλεη ‘έλαο αξηζκόο ζπκπίπηεη κε ηνλ ινγάξηζκό ηνπ’. Καη αξρήλ ζα πξέπεη λα 

κεηαθξάζνπλ ηελ ζπγθεθξηκέλε έθθξαζε κέζα ζην πιαίζην ησλ γξαθηθώλ 

παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα ζα εκθαλίζνπλ ηελ ζπλάξηεζε 

h(x)=x θαη ζα κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ α κέρξηο όηνπ ε ινγαξηζκηθή θακπύιε λα 

ζπλαληήζεη ηελ επζεία. Σα ζεκεία Γ, Γ είλαη ηα ζεκεία ηνκήο. Δδώ νη καζεηέο ζα 

δηεξεπλήζνπλ νπζηαζηηθά γηα πνηεο ηηκέο ηεο βάζεο α ζπκπίπηεη ν αξηζκόο κε ηνλ 

ινγάξηζκό ηνπ. 
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1.4.8 ΗΓΗΟΣΖΣΔ΢ ΛΟΓΑΡΗΘΜΧΝ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο θαη έλαο 

κεηαβνιέαο. Αθόκε εκθαλίδεηαη ε ηηκή ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο παξακέηξνπ α. Έλα 

ζεκείν Α θηλείηαη πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη ζπγρξόλσο θηλείηαη θαη ην 

θάζεην ηκήκα από ην Α πξνο ηνλ άμνλα ρ΄ρ. 

Σέινο ππάξρεη κία επζεία παξάιιειε πξνο ηνλ ρ΄ρ ε νπνία πεξλά από ην ζεκείν Β 

πνπ βξίζθεηαη πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς.  

 

 

 

1) Να κεηαβάιεηε ηηο ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο α θαη λα παξαηεξήζεηε ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο θαη ησλ ηηκώλ ησλ δηαθόξσλ 

ηκεκάησλ. 

2) Πνηνο είλαη ν γεληθόο ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο g; Πνηα είλαη ε εμίζσζε ηεο 

επζείαο πνπ πεξλά από ην ζεκείν Β; 

3) Με ηελ βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα λα δεκηνπξγήζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο ζπλάξηεζεο g(x)=logx. Να απμήζεηε ζηαδηαθά ηηο ηηκέο ηνπ α. Πσο 

κεηαβάιινληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Α; 

4) Καηά πόζν απμάλεηαη ε ηεηαγκέλε ηνπ Α όηαλ ην α πάξεη ηελ ηηκή 1,6 θαηά 

πόζν όηαλ πάξεη ηελ ηηκή 2 θαη θαηά πόζν όηαλ πάξεη ηελ ηηκή 2,71; 

5) Πνηα γλσζηή ηδηόηεηα ησλ ινγαξίζκσλ πινπνηείηαη κε ηελ θαηαζθεπή απηή; 

6) Πσο ζα κπνξνύζακε λα πινπνηήζνπκε θαη άιιεο ηδηόηεηεο; 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία ή δύν δηδαθηηθέο ώξεο θαη κπνξεί λα 

πινπνηεζεί σο εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ ινγαξίζκσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ πξνζεγγηζηηθή ηηκή ηνπ αξηζκνύ e=2,71 

θαζώο θαη ηελ έλλνηα ηνπ θπζηθνύ ινγάξηζκνπ. Θα πξέπεη λα έρνπλ πιεξνθνξεζεί 

όηη ην ινγηζκηθό ππνινγίδεη απ επζείαο κόλν ηνλ θπζηθό ινγάξηζκν. Αθόκα είλαη 

απαξαίηεηε ε γλώζε ηνπ ηύπνπ αιιαγήο βάζεο.   

Δδώ ζα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ν ζηόρνο ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη ε νπηηθνπνίεζε 

ησλ ηδηνηήησλ ηνπ ινγάξηζκνπ. Δθόζνλ νη ηδηόηεηεο πξνζεγγίδνληαη κέζσ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ είλαη πξνθαλέο όηη νη καζεηέο έρνπλ ήδε δηδαρηεί ηελ απόδεημή ηνπο κε 

αιγεβξηθό ηξόπν. 

Η υλοποίηςη 

΢ηελ πξώηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα πξέπεη θαηαξρήλ λα εληνπίζνπλ όηη ε ηεηαγκέλε 

ηνπ ζεκείνπ Α απνηειείηαη από δύν ηκήκαηα, έλα ζηαζεξό ΑΝ θαη έλα 

κεηαβαιιόκελν ΝΜ. 

Σν ΝΜ είλαη ζηελ νπζία ν ινγάξηζκνο ηνπ α επνκέλσο ε επζεία πνπ πεξλά από ην Β 

είλαη ε y=logα. 

Όηαλ νινθιεξσζνύλ νη παξαπάλσ δηαπηζηώζεηο νη καζεηέο ζα πξέπεη λα νξίζνπλ 

ζηνλ κεηαβνιέα ηελ ηηκή α=1 θαη ηόηε ζα γίλεη θαλεξό όηη ην ζηαζεξό ηκήκα ΑΝ 

είλαη ν ινγάξηζκνο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ Α δειαδή ΑΝ=logx. 

Ζ ηέηαξηε εξώηεζε ζα απαληεζεί κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη αξρηθά α=1. Δδώ νη 

καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη ε αύμεζε ηεο ηεηαγκέλεο ηνπ Α είλαη ίζε πάληα κε ηνλ 

ινγάξηζκν ηνπ α γηα θάζε ηηκή ηνπ α. Καιό ζα είλαη ηώξα λα εθθξάζνπλ ηα κήθε ησλ 

ηκεκάησλ κέζσ ησλ ινγαξίζκσλ. ΢πγθεθξηκέλα ζα πξέπεη λα νδεγεζνύλ ζε κία 

ζρέζε ηεο κνξθήο ΑΜ=ΑΝ+ΝΜ ε νπνία κεηαζρεκαηίδεηαη ζε log(α.x)=logx+logα. 

Σέινο όζνλ αθνξά ηελ απόδεημε ηεο ζρέζεο πνπ αθνξά ζηνλ ινγάξηζκν πειίθνπ, ν 

δηδάζθσλ ζα θαιέζεη ηνπο καζεηέο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ γηα ηελ παξάκεηξν α ηηκέο 

κηθξόηεξεο ηνπ 1. Γηα παξάδεηγκα γηα α=2 θαη γηα x= 7 ζα πξνθύςεη όηη 

ΑΜ=1,95+0,69. Αλ ηώξα ην α πάξεη ηελ ηηκή 1/2 δειαδή 0,5 ηόηε ΑΜ=1,95-0,69. 

Απηό ζεκαίλεη όηη log(x/2)=logx-log2.  
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2 ΓΔΧΜΔΣΡΗΑ 

2.1 ΜΔΣΡΙΚΔ΢ ΢ΥΔ΢ΔΙ΢ (ΠΤΘΑΓΟΡΔΙΟ ΘΔΩΡΗΜΑ) 

2.1.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Σν Ππζαγόξεην ζεώξεκα θαη ην ζεώξεκα ηνπ Θαιή απνηεινύλ ηα δύν ζεσξήκαηα κε 

ηα νπνία δνκείηαη ν Δπθιείδεηνο ρώξνο. Σν Ππζαγόξεην ζεώξεκα όκσο θαηέρεη έλα 

απιεζίαζην ξεθόξ, δηαζέηεη πεξί ηηο 400 δηαθνξεηηθέο απνδείμεηο από ηηο νπνίεο ε 

πξώηε αλήθεη ζηνλ Ππζαγόξα. Οη απνδείμεηο απηέο απνηεινύλ κία πξώηεο ηάμεσο 

επθαηξία λα γλσξίζνπλ νη καζεηέο ηελ ηζηνξηθή δηαδξνκή ηνπ ζεσξήκαηνο θαη ηελ 

πιεζώξα ησλ πξνζεγγίζεσλ πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ θαηά θαηξνύο όζνη αζρνιήζεθαλ 

κε ην ζέκα. Ζ ρξήζε ελόο δπλακηθνύ ινγηζκηθνύ δίλεη ηελ δπλαηόηεηα ζηνλ 

δηδάζθνληα λα δεκηνπξγήζεη έλα δηεξεπλεηηθό πεξηβάιινλ κέζα ζην νπνίν ν καζεηήο 

ζα αλαθαιύςεη αλαιινίσηεο ζρέζεηο κεηαμύ γεσκεηξηθώλ κεγεζώλ θαη ζα νδεγεζεί 

ζηαδηαθά ζηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο. Ζ Ππζαγόξεηα απόδεημε θαη απηή πνπ 

απνδίδεηαη ζηνπο Κηλέδνπο απνηεινύλ δύν ραξαθηεξηζηηθέο θαη πνιηηηζκηθά 

ζεκαληηθέο απνδείμεηο. Δπηπιένλ ε επέθηαζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζηα όκνηα ζρήκαηα 

είλαη κία δπλαηόηεηα ηελ νπνία ε ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνύ ηελ θαζηζηά δηδαθηηθά 

πινπνηήζηκε κέζα ζηα πιαίζηα ησλ ρξνληθώλ πεξηνξηζκώλ ηνπ ζρνιηθνύ 

πξνγξάκκαηνο.   

2.1.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζην Ππζαγόξεην ζεώξεκα  

 Θα απνδείμνπλ ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο.. 

 Θα ζπγθξίλνπλ δύν ηζηνξηθέο απνδείμεηο θαη ζα εληνπίζνπλ ηηο νκνηόηεηεο θαη ηηο 

δηαθνξέο ηνπο.  

 Θα δηεξεπλήζνπλ ηελ επέθηαζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο από ηα ηεηξάγσλα 

ζε νπνηαδήπνηε όκνηα ζρήκαηα. 

 Θα πξνζεγγίζνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ζεσξήκαηνο κέζα από ηελ αληίιεςε ηεο  

αλαιινίσηεο ζρέζεο ε νπνία ζπλδέεη γεσκεηξηθά πνζά πνπ κεηαβάιινληαη.  

2.1.3 Γιδακηική πρόηαζη 

Οργάνωςη τησ τάξησ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Χζηόζν κε 

κηθξέο ηξνπνπνηήζεηο ζην θύιιν εξγαζίαο – πνπ αθνξνύλ ηνλ ηξόπν δηεξεύλεζεο – 

κπνξνύλ λα δηεμαρζνύλ κε ηελ παξνπζία ελόο ππνινγηζηή κε βηληενπξνβνιέα.  

Πορεία τησ εφαρμογήσ του ςεναρίου 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηξεηο δξαζηεξηόηεηεο. ΢ηελ πξώηε θάζε νη καζεηέο ζα 

κειεηήζνπλ έλα αξρείν κε ην νπνίν, κέζα από κία έηνηκε θαηαζθεπή, ζα εληνπίζνπλ 

κία αξηζκεηηθή άηππε ζρέζε κεηαμύ εκβαδώλ ηελ νπνία ζηελ ζπλέρεηα ζα 

απνδείμνπλ κε βάζε ην ζρήκα. ΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ έλα κηζνέηνηκν αξρείν θαη ζα πινπνηήζνπλ ζηαδηαθά, κέζα από ηηο 
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δπλαηόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ, ηελ απόδεημε πνπ απνδίδεηαη ζηνπο Κηλέδνπο. Σέινο κε 

ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα θαηαζθεπάζνπλ εμ αξρήο έλα αξρείν ηνπ 

ινγηζκηθνύ θαη ζα δηαπξαγκαηεπηνύλ ηελ επέθηαζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο 

έμσ από ην πιαίζην ηεο ρξήζεο ηεηξαγώλσλ. Ζ επέθηαζε απηή ζα νδεγήζεη θαη ζε 

αλαδηαηύπσζε ηνπ ζεσξήκαηνο κε όξνπο πνπ αθνξνύλ ζε όκνηα ζρήκαηα ελ γέλεη.  



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 51 

2.1.4 Ζ ΠΤΘΑΓΟΡΔΗΑ ΑΠΟΓΔΗΞΖ  

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη έλα ηξίγσλν θαη ηξία ηεηξάγσλα πνπ έρνπλ βάζεηο ηηο 

πιεπξέο ηνπ. Δπηπιένλ πξνβάιινληαη νη κεηξήζεηο δηαθόξσλ κεγεζώλ όπσο νη 

πιεπξέο α, β, γ ηνπ ηξηγώλνπ θαη ηα εκβαδά ησλ ηεηξαπιεύξσλ P, Q, R, S. 

 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ην ζρήκα ζύξνληαο ηα ζεκεία Α, Β, Γ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Ση ηξίγσλν είλαη ην ΑΒΓ; 

2. Πνηα είλαη ε ζρέζε ηνπ ηκήκαηνο ΑΓ κε ην ηξίγσλν ΑΒΓ; 

3. Τπάξρνπλ ζηαζεξέο ζρέζεηο κεηαμύ ησλ κεηαβαιιόκελσλ εκβαδώλ ησλ 

ηεηξαπιεύξσλ P, Q, R, S; 

4. Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηα εκβαδά ησλ ηξηώλ ηεηξαγώλσλ; 

5.  Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηηο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ; 

Μέρξη ηώξα ζηεξηρηήθακε κόλν ζηηο κεηξήζεηο γηα λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηα πνζά πνπ κεηαβάιινληαη. Θα πξνζπαζήζνπκε ηώξα λα θάλνπκε κία πεξηζζόηεξν 

απζηεξή απόδεημε. 

6. Να εθθξάζεηε ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ εξσηήκαηνο 3 ρξεζηκνπνηώληαο ηα 

ηκήκαηα ΑΒ, ΑΓ, ΓΒ, ΓΓ. 
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7. Να δηθαηνινγήζεηε ηα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπγθξίλνληαο ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, 

ΑΒΓ, ΑΓΓ. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εηζαγσγή ζην θεθάιαην ησλ κεηξηθώλ ζρέζεσλ. 

Οη καζεηέο είλαη απαξαίηεην λα γλσξίδνπλ ηελ νκνηόηεηα ησλ ηξηγώλσλ. 

Καιό ζα είλαη ν δηδάζθσλ λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα απνθξύςνπλ ηόζν ηα 

αλεμάξηεηα όζν θαη ηα εμαξηώκελα γεσκεηξηθά θαη αξηζκεηηθά αληηθείκελα. 

Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ ζηελ αξρή ηεο δξαζηεξηόηεηαο δεηά από ηνπο καζεηέο λα αλαγλσξίζνπλ 

ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ αιιά θαη ηελ ύπαξμε ηνπ ύςνπο ΑΓ.  

΢ηελ ζπλέρεηα ζύξνπλ δηαδνρηθά ηηο ηξεηο θξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ θαη ζπδεηνύλ ηελ 

ηζόηεηα ησλ εκβαδώλ Q θαη R θαζώο θαη ησλ P θαη S. 

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην θύιιν εξγαζίαο γηα λα γξάςνπλ ηηο ηζόηεηεο αιιά θαη 

λα δηθαηνινγήζνπλ, κε βάζε ηα παξαπάλσ, γηαηί ην εκβαδόλ πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν άιισλ 

ηεηξαγώλσλ. 

Ζ ηζόηεηα απηή ζα εθθξαζηεί ζηελ εξώηεζε 5 κε ηελ βνήζεηα ησλ ζπκβόισλ α, β, γ 

δειαδή ηα κήθε ησλ ηξηώλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ.   

Οινθιεξώλνληαο ηελ εξώηεζε 5 νη καζεηέο έρνπλ πεξηγξάςεη κε άηππν, δειαδή κε 

εκπεηξηθό ηξόπν, ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα. ΢ην ζεκείν απηό ζα ήηαλ ρξήζηκν ν 

δηδάζθσλ λα ππνγξακκίζεη ζηνπο καζεηέο όηη ε άηππε απηή απόδεημε, ε νπνία 

ζηεξίδεηαη κόλν ζηηο κεηξήζεηο, ήηαλ ε πξώηε πξνζέγγηζε ηνπ Ππζαγνξείνπ 

ζεσξήκαηνο από ηελ αλζξώπηλε θνηλόηεηα. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα επηζεκαλζεί όηη 

κία γεληθή απόδεημε, ε νπνία δελ ζα ζηεξίδεηαη ζε κεηξήζεηο, εμαζθαιίδεη ηελ 

εγθπξόηεηα κηαο εηθαζίαο. 

΢ηηο εξσηήζεηο 6 θαη 7 νη καζεηέο ζα εθθξάζνπλ ηελ ηζόηεηα ησλ εκβαδώλ Q θαη R 

κέζσ ησλ ηκεκάησλ  ΑΒ, ΒΓ θαη ΒΓ αθνύ R= ΑΒ
2
 θαη Q= ΒΓ.ΒΓ. 

Ζ ηζόηεηα ΑΒ
2
=ΒΓ.ΒΓ κπνξεί λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε αλαινγία νπόηε νη καζεηέο ζα 

νδεγεζνύλ ζηελ αλάγθε λα απνδείμνπλ ηελ νκνηόηεηα ησλ ηξηγώλσλ ΑΒΓ θαη ΑΒΓ. 

Ζ νκνηόηεηα απηή είλαη πξνθαλήο από ηελ ηζόηεηα ησλ γσληώλ ησλ δύν ηξηγώλσλ. 
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2.1.5 Ζ ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΠΟΤ ΑΠΟΓΗΓΔΣΑΗ ΢ΣΟΤ΢ ΚΗΝΔΕΟΤ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη δύν ίζα ηεηξάγσλα. ΢ε έλα από απηά είλαη εγγεγξακκέλν 

έλα δεύηεξν ηεηξάγσλν πιεπξάο α ην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη από ηελ θνξπθή 

Δ. Σν δεύηεξν ηεηξάγσλν δηαηξείηαη ζε ηέζζεξα κέξε από δύν θάζεηα ηκήκαηα. 

 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ην ηεηξάγσλν ΔΕΖΘ ζύξνληαο ην ζεκείν Δ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Να εκθαλίζεηε όια ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα. Να ηα ζύξεηε από ηηο θνξπθέο 

ηνπο θαη λα ηα ηνπνζεηήζεηε ζηα αληίζηνηρα ηξίγσλα ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ 

ώζηε λα θαιύςνπλ ηνλ ρώξν πνπ κέλεη ειεύζεξνο γύξσ από ην ηεηξάγσλν 

ΔΕΖΘ. Να ζύξεηε ην ζεκείν Δ. Ση παξαηεξείηε;  

2. Να κεηαθέξεηε ηώξα ηα ηξίγσλα απηά κέζα ζηα νξζνγώληα 

παξαιιειόγξακκα ηνπ ηεηξαγώλνπ ΚΛΜΝ ώζηε λα θαιπθζνύλ πιήξσο. 

3. Να εμεγήζεηε γηαηί ηα δύν άιια ηεηξάπιεπξα πνπ θαιύπηνπλ ην ηεηξάγσλν 

ΚΛΜΝ είλαη θαη απηά ηεηξάγσλα. 

4. Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηα εκβαδά ησλ δύν απηώλ ηεηξαγώλσλ κε ην ηεηξάγσλν 

πνπ έρεη πιεπξά α; 

5.  Να εθθξάζεηε ηελ ζρέζε απηή κε ηελ βνήζεηα ησλ ηκεκάησλ α, β, γ. 

6. Να επηβεβαηώζεηε αξηζκεηηθά ηηο ζρέζεηο πνπ έρεηε εληνπίζεη.  

΢ηελ νπζία έρεηε απνδείμεη ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα κε κία κέζνδν πνπ ζα 

κπνξνύζακε λα απνθαιέζνπκε απνθνπή εκβαδώλ θαη επηθόιιεζε.  

΢ε ηη δηαθέξεη θαηά ηελ γλώκε ζαο ε απόδεημε απηή από ηελ Ππζαγόξεηα θαη ζε ηη 

είλαη όκνηα;   
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί 

κεηά ηελ Ππζαγόξεηα απόδεημε. 

Καιό ζα είλαη ν δηδάζθσλ λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα απνθξύςνπλ ηόζν ηα 

ειεύζεξα όζν θαη ηα εμαξηεκέλα γεσκεηξηθά θαη αξηζκεηηθά αληηθείκελα. 

Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ ζηελ αξρή ηεο δξαζηεξηόηεηαο δεηά από ηνπο καζεηέο λα αλαγλσξίζνπλ 

ην ηεηξάγσλν ΔΕΖΘ ην νπνίν θαη ζα κεηαβάιινπλ από ην ζεκείν Δ.   

΢ην ζεκείν απηό ζα ήηαλ ρξήζηκν λα γίλεη δηαπξαγκάηεπζε ζηελ ηάμε γηα ηελ ζρέζε 

πνπ θαίλεηαη λα έρνπλ ηα ηκήκαηα ζηηο πιεπξέο ηνπ ελόο ηεηξαγώλνπ (δηαλύζκαηα) 

κε ηα ηκήκαηα ζηηο πιεπξέο ηνπ δεύηεξνπ ηεηξαγώλνπ. Γηα λα θαηαζηεί δπλαηή κία 

ηζρπξή εηθαζία ζα πξέπεη νη καζεηέο λα ζύξνπλ ην ζεκείν Δ ζε αξθεηέο ζέζεηο 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ νξηαθώλ. 

΢ηελ πξώηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εκθαλίζνπλ ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα. Ο 

δηδάζθσλ θαιό ζα είλαη λα δεηήζεη λα ζύξνπλ ην ζεκείν Δ θαη λα ζρνιηάζνπλ ηνλ 

ηξόπν κε ηνλ νπνίν κεηαβάιινληαη θαζώο θαη ηελ ελδερόκελε ζρέζε ηνπο κε ηξίγσλα 

πνπ ππάξρνπλ ζην ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ. 

 

 

  

 

Ζ ζρέζε απηή ζα επηβεβαησζεί όηαλ ζύξνπλ ηα 

ειεύζεξα ηξίγσλα κέζα ζην ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ θαη 

θαιύςνπλ ηηο ειεύζεξεο πεξηνρέο ηνπ. 

 

 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα ζύξνπλ θάζε έλα από ηα ηξίγσλα, κέζσ ηεο ειεύζεξεο θνξπθήο 

ηνπο, κέζα ζην δεύηεξν ηεηξάγσλν.  

 

 

Θα παξαηεξήζνπλ όηη θάζε έλα από ηα ηξίγσλα απηά 

πξνζαξκόδεηαη θαηάιιεια ζε κία κόλν ζέζε.  

Με ηνλ ηξόπν απηό ζα θαιπθζνύλ ηα νξζνγώληα 

παξαιιειόγξακκα ηνπ δεύηεξνπ ηεηξαγώλνπ. 
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Ζ απάληεζε ζην εξώηεκα 3 είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηεο δπλαηόηεηαο θάιπςεο ησλ 

νξζνγσλίσλ αιιά θαη ηεο ηζόηεηαο ησλ δύν βαζηθώλ ηεηξαγώλσλ. 

΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα δηαπξαγκαηεπηνύλ ηελ ζρέζε ησλ δύν 

ηεηξαγώλσλ πνπ απνκέλνπλ θαη ηνπ ηεηξαγώλνπ κε πιεπξά α. Σα δύν απηά 

ηεηξάγσλα έρνπλ ζπλνιηθό εκβαδόλ ίζν κε απηό ηνπ α αθνύ ζπκπιεξώλνπλ ίζα 

εκβαδά. 

΢ηελ έθηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα γξάςνπλ νπζηαζηηθά ηελ Ππζαγόξεηα ζρέζε 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο πιεπξέο α, β, γ. 

Ζ αξηζκεηηθή επηβεβαίσζε κπνξεί λα γίλεη άκεζα, κε κεηξήζεηο ησλ εκβαδώλ ησλ 

ηξηώλ ηεηξαγώλσλ ή έκκεζα, κε κεηξήζεηο ησλ ηκεκάησλ πάλσ ζην δεύηεξν 

ηεηξάγσλν. 

Σέινο ζα αθνινπζήζεη κία δηαπξαγκάηεπζε γηα ηηο νκνηόηεηεο ησλ δύν απνδείμεσλ 

(εκβαδά, κεηξήζεηο) θαη ηηο δηαθνξέο πνπ παξνπζηάδνπλ αθνύ ε Ππζαγόξεηα 

απόδεημε είλαη κία απζηεξά καζεκαηηθή απόδεημε. 
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2.1.6 ΜΗΑ ΔΠΔΚΣΑ΢Ζ ΣΟΤ ΠΤΘΑΓΟΡΔΗΟΤ ΘΔΧΡΖΜΑΣΟ΢  

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδεηαη έλα νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ. 

Γύξσ από ην νξζνγώλην ππάξρνπλ ηξία πνιύγσλα, έλα γηα θάζε πιεπξά. 

Οη γσλίεο ησλ πνιύγώλσλ έρνπλ θαηαζθεπαζηεί αιιά δελ εκθαλίδνληαη νη κεηξήζεηο 

ηνπο. 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ην ζρήκα ζύξνληαο ηα ζεκεία Κ1, Λ1, Μ1  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Να ειέγμεηε κε ηελ βνήζεηα ησλ κεηξήζεσλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα ηξία 

πνιύγσλα. 

2.  Πνηα ζρέζε θαίλεηαη λα ζπλδέεη ηα εκβαδά ησλ ηξηώλ πνιπγώλσλ; 

3. Να δηαηππώζεηε κία πξόηαζε κε βάζε ηελ απάληεζε πνπ δώζαηε ζην 

εξώηεκα 1. 

4. Πσο ζρεηίδεηαη ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα κε ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε; 

5. Να δηαγξάςεηε ηα πνιύγσλα πνπ είλαη θαηαζθεπαζκέλα κε βάζε ηηο πιεπξέο 

θαη ζηε ζέζε ηνπο λα θαηαζθεπάζεηε θαλνληθά πνιύγσλα κε ίδην αξηζκό 

πιεπξώλ. Να κεηξήζεηε ηα εκβαδά ηνπο θαη λα εμεηάζεηε αλ ηζρύεη ε ίδηα 

πξόηαζε κε απηήλ πνπ δηαηππώζαηε ζην 3
ν
 εξώηεκα.  
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί 

κεηά ηελ Ππζαγόξεηα απόδεημε. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηηο ηδηόηεηεο ησλ νκνίσλ ζρεκάησλ. 

Καιό ζα είλαη ν δηδάζθσλ λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα απνθξύςνπλ ηόζν ηα 

ειεύζεξα όζν θαη ηα εμαξηεκέλα γεσκεηξηθά θαη αξηζκεηηθά αληηθείκελα. 

Η υλοποίηςη 

Ζ δξαζηεξηόηεηα έρεη ζηόρν ηελ ζύλδεζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο κε ηελ 

νκνηόηεηα επεθηείλνληάο ην. 

Οη καζεηέο ζα αξρίζνπλ λα κεηαβάινπλ ην ζρήκα ηνπ πνιπγώλνπ ΒΚ1Λ1Μ1Α, 

ζύξνληαο ηηο θνξπθέο ηνπ.  

Ο ηξόπνο πνπ κεηαβάιινληαη ηα πνιύγσλα δεκηνπξγεί ζνβαξέο ελδείμεηο όηη είλαη 

όκνηα. Ο έιεγρνο ηεο νκνηόηεηαο κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί θαηαξρήλ κε ηελ 

κέηξεζε ησλ γσληώλ ησλ πνιύγώλσλ. Ο δηδάζθσλ πξνηείλεη ζηνπο καζεηέο λα 

εκθαλίζνπλ ηηο κεηξήζεηο ησλ γσληώλ θαη έηζη ζα δηαπηζησζεί όηη ηα πνιύγσλα έρνπλ 

ηηο γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 

΢ηελ ζπλέρεηα νη καζεηέο ζα ειέγμνπλ αλ νη ιόγνη ησλ πιεπξώλ δύν πνιπγώλσλ είλαη 

ίζνη. Απηό κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί αλ δεηήζνπλ από ην ινγηζκηθό λα εκθαλίζεη 

ηα κήθε ησλ πιεπξώλ δύν πνιπγώλσλ θαη ζηελ ζπλέρεηα λα ππνινγίζνπλ ηνπο 

ιόγνπο ησλ αληηζηνίρσλ πιεπξώλ. ΢ην ζεκείν απηό ίζσο ρξεηαζηεί ε ζπλδξνκή ηεο 

αξηζκνκεραλήο ηνπ ιεηηνπξγηθνύ ζπζηήκαηνο.  

Οη ιόγνη ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ εκθαλίδνληαη σο ι1, ι2, ι3 ζηα 

βνεζεηηθά αληηθείκελα θαη ν δηδάζθσλ κπνξεί λα ηνπο αμηνπνηήζεη ζηελ ζπλέρεηα.  

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ ηα εκβαδά Δα, Δβ, Δγ ησλ ηξηώλ 

πνιπγώλσλ θαη ζα παξαηεξήζνπλ όηη ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν κηθξόηεξσλ 

πνιπγώλσλ είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ κεγαιύηεξνπ. 

Ζ παξαηήξεζε απηή ζα γίλεη αληηθείκελν δηαπξαγκάηεπζεο κε ηνπο καζεηέο κε ζηόρν 

λα  ζα ζπλδεζεί ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα κε ηα όκνηα ζρήκαηα κέζα ζε κία εληαία 

πξόηαζε ε νπνία ζα απνηειεί θαη ηελ γελίθεπζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο.  

΢ηελ ηειεπηαία εξώηεζε νη καζεηέο ζα θαηαζθεπάζνπλ θαλνληθά πνιύγσλα ίζνπ 

αξηζκό πιεπξώλ κε βάζε ηηο πιεπξέο ηνπ νξζνγσλίνπ. Καιό ζα είλαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ην εξγαιείν πνπ θαηαζθεπάδεη απηνκάησο ηα θαλνληθά πνιύγσλα. 

Ο δηδάζθσλ ηνπο βνεζά λα δηθαηνινγήζνπλ ην γεγνλόο όηη ηζρύεη θαη πάιη απηό πνπ 

είραλ παξαηεξήζεη από ηελ δεύηεξε εξώηεζε. Ζ δηθαηνιόγεζε ζα γίλεη πξνθαλώο 

κέζσ ηεο νκνηόηεηαο ησλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ πνπ έρνπλ ίζν αξηζκό πιεπξώλ. 
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2.2 ΔΜΒΑΓΑ 

2.2.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηου ζεναρίου 

Οη δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηα εκβαδά έρνπλ ζηόρν ηελ ππνζηήξημε ηεο 

δηδαζθαιίαο ησλ εκβαδώλ ζε δύν επίπεδα. ΢ε πξώην επίπεδν ν ζηόρνο είλαη ε 

θαηαλόεζε βαζηθώλ ζεκάησλ πνπ αθνξνύλ ζηελ ζεσξία θαη ζε αζθήζεηο ηνπ 

ζρνιηθνύ βηβιίνπ ελώ ζε δεύηεξν επίπεδν ν ζηόρνο αθνξά ζηελ επέθηαζε θαη 

δηεξεύλεζε ησλ ζεκάησλ, πέξα από ηα ζρνιηθά πιαίζηα. 

Με ηελ πξώηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα ιύζνπλ θαη ζηελ ζπλερεία ζα 

δηεξεπλήζνπλ κία άζθεζε ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ. Ζ άζθεζε αλαθέξεηαη ζηνλ 

εκβαδόλ ηξηγώλσλ κε θνηλή θνξπθή ζε κία πιεπξά παξαιιεινγξάκκνπ θαη βάζε 

ζηελ απέλαληη πιεπξά ηνπ. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο κε ηελ βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ ζα 

εληνπίζνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ γσλία ηξηγώλνπ κε ην εκβαδόλ ηνπ θαη ζηελ 

ζπλέρεηα ζα ηελ απνδείμνπλ. 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα ιύζνπλ θαη δηεξεπλήζνπλ έλα ζέκα πνπ 

αθνξά ζε ηξίγσλα κε θνηλή γσλία. 

΢ηελ ηέηαξηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα 

εκβαδά δύν νκνίσλ πνιπγώλσλ. Ζ ζύλδεζε απηή ζα γίλεη κέζα από ηελ κειέηε 

θαηάιιειεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

2.2.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηα εκβαδά:  

 Θα. θάλνπλ εηθαζίεο γηα ηπρόλ ζρέζεηο κεηαμύ εκβαδνύ θαη άιισλ πνζνηήησλ ηηο 

νπνίεο ζα ειέγμνπλ γηα ηελ εγθπξόηεηά ηνπο. 

 Θα. απνδείμνπλ κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν ζρέζεηο πνπ έρνπλ εληνπίζεη κέζα 

από ηηο ιεηηνπξγηθόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ.  

 Θα. κειεηήζνπλ ζπκκεηαβαιιόκελα γεσκεηξηθά κεγέζε κέζα από γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο. Θα ρξεζηκνπνηήζνπλ δειαδή ηελ ζπλάξηεζε σο κνληέιν 

πεξηγξαθήο θαηλνκέλσλ πνπ ζπκβαίλνπλ ζηελ νζόλε.  

 Θα. εκπιαθνύλ ζε δηαδηθαζίεο γελίθεπζεο θαη επέθηαζεο ελόο δνζκέλνπ 

πξνβιήκαηνο. 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 60 

2.2.3 ΣΡΗΓΧΝΑ ΢Δ ΠΑΡΑΛΛΖΛΟΓΡΑΜΜΟ 

Φφλλο εργαςίασ 

 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη έλα παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ, έλα ζεκείν ΢ πάλσ ζηελ 

επζεία ηεο πιεπξάο ΓΓ, νη κεηξήζεηο ησλ εκβαδώλ ησλ ηξηγώλσλ Α΢Γ θαη ΢ΒΓ 

θαζώο θαη ην εκβαδόλ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ 

 

 

 

Να κεηαθηλήζεηε ην ζεκείν ΢ θαη λα απαληήζεηε ζηα παξαθάησ εξσηήκαηα. 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Πνηα ζρέζε θαίλεηαη λα ζπλδέεη ηα εκβαδά ησλ Α΢Γ θαη ΢ΒΓ κε ην εκβαδόλ 

ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ όηαλ ην ΢ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Γ θαη Γ ; 

2) Να ζύξεηε ην ΢ ζηηο αθξαίεο ζέζεηο Γ θαη Γ . Να επηβεβαηώζεηε ή λα 

απνξξίςεηε ην πξνεγνύκελν ζπκπέξαζκα. 

3) Να απνδείμεηε κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν ην ζπκπέξαζκα ην νπνίν ηπρόλ 

έρεηε δηαηππώζεη ζηηο πξνεγνύκελεο εξσηήζεηο 

4) Να κεηαθέξεηε ην ΢ έμσ από ην ηκήκα ΓΓ θαη πξν ην κέξνο ηνπ Γ. Πσο 

κεηαζρεκαηίδεηαη ε ζρέζε πνπ είραηε εληνπίζεη πξνεγνπκέλσο; 

5) Να κεηαθέξεηε ην ΢ έμσ από ην ηκήκα ΓΓ θαη πξν ην κέξνο ηνπ Γ. Πσο 

κεηαζρεκαηίδεηαη ε ζρέζε πνπ είραηε εληνπίζεη πξνεγνπκέλσο; 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην θεθάιαην ησλ εκβαδώλ βαζηθώλ ζρεκάησλ. 
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Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ αληίζηνηρε ζεσξία από ηα εκβαδά ησλ 

ηξηγώλσλ. 

Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ έρεη δύν επηινγέο σο πξνο ηελ δηδαθηηθή ρξήζε ηεο δξαζηεξηόηεηαο. 

Μπνξεί λα πινπνηήζεη ηελ δξαζηεξηόηεηα θαη ζην ηέινο λα παξνπζηάζεη ηελ 

αληίζηνηρε άζθεζε ηνπ βηβιίνπ: «Αλ ΢ είλαη ζεκείν πιεπξάο παξαιιεινγξάκκνπ 

ΑΒΓΓ λα απνδείμεηε όηη: (΢ΑΓ) + (΢ΒΓ) = (ΑΒΓ).» 

Ζ άιιε επηινγή είλαη λα παξνπζηάζεη ηελ άζθεζε ζηελ ηάμε θαη ζηελ ζπλέρεηα λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ηελ απνδείμνπλ κε βάζε ην ινγηζκηθό θαη λα 

δηεξεπλήζνπλ ηελ επέθηαζή ηεο. 

΢ην πξώην εξώηεκα νη καζεηέο ζα ζύξνπλ ην ΢ κεηαμύ ησλ Γ θαη Γ θαη ζα 

αλαδεηήζνπλ ζρέζε κεηαμύ ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ δύν εκβαδώλ (Α΢Γ) θαη (΢ΒΓ) θαη 

ηνπ (ΑΒΓΓ). Δίλαη ρξήζηκν λα κεηαθέξνπλ ην ΢ ζε αθξαίεο ζέζεηο, δειαδή ζηα Γ θαη 

Γ θαη λα δηαπηζηώζνπλ ηελ ηζρύ ηεο ζρέζεο πνπ θαίλεηαη λα ηζρύεη. Ζ αξρηθή εηθαζία 

ζα εληζρπζεί αλ κεηαβάιινπλ ην αξρηθό παξαιιειόγξακκν ζύξνληαο κία θνξπθή ηνπ. 

΢ην ηξίην εξώηεκα νη καζεηέο νπζηαζηηθά ζα απνδείμνπλ ηελ άζθεζε ηνπ βηβιίνπ 

παξαηεξώληαο όηη (΢ΒΓ)=(Α΢Γ). 

΢ην ηέηαξην εξώηεκα νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη ν θαλόλαο ηεο πξόζζεζεο δελ 

κπνξεί πιένλ λα εθαξκνζηεί κπνξεί όκσο λα εθαξκνζηεί ε αθαίξεζε (Α΢Γ) – (΢ΒΓ). 

Σέινο ζην ηέηαξην εξώηεκα ζα παξαηεξήζνπλ όηη ‘ιεηηνπξγεί’ θαη πάιη ε δηαθνξά 

αιιά ηώξα ηζρύεη (΢ΒΓ) – (Α΢Γ) = (ΑΒΓ).   
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2.2.4 ΔΜΒΑΓΟΝ ΣΡΗΓΧΝΟΤ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιιεηαη έλα δπλακηθό ηξίγσλν ΑΒΓ ην νπνίν κπνξείηε λα 

κεηαβάιιεηε κε δύν ηξόπνπο. 

Οη κεηαβνιείο β, γ κεηαβάιινπλ ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ΑΓ θαη ΑΒ αληίζηνηρα, ελώ 

ζύξνληαο ην ζεκείν Β κεηαβάιιεηαη κόλν ε γσλία σ ηεο θνξπθήο Α. 

Αθόκε πξνβάιιεηαη ε κέηξεζε ηεο γσλίαο σ ηνπ ηξηγώλνπ θαη έλα ειεύζεξν ζεκείν 

Μ. 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να ζύξεηε ην ζεκείν Γ. Πνηα κεγέζε παξακέλνπλ ζηαζεξά θαη πνηα 

κεηαβάιινληαη; 

2) Να κειεηήζεηε ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην εκβαδόλ ζε ζρέζε κε ηελ 

γσλία. Πόηε ην εκβαδόλ γίλεηαη κέγηζην θαη πόηε ειάρηζην; 

3) Να κειεηήζεηε ηελ ζρέζε ηεο γσλίαο κε ηνλ εκβαδόλ επαλαπξνζδηνξίδνληαο 

ην ζεκείν Μ ζε Μ=(σ, Δ) θαη εκθαλίδνληαο ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ. Με βάζε 

ηελ θακπύιε πνπ δεκηνπξγείηαη πνηα ζα κπνξνύζε λα είλαη ε ζρέζε γσλίαο 

εκβαδνύ; 

4) Να κεηαβάιιεηε ηα κήθε ησλ πιεπξώλ β, γ θαη λα επαλαιάβεηε ηελ 

πξνεγνύκελε δηαδηθαζία. Να δηαηππώζεηε έλαλ θαλόλα. 

5) Να απνδείμεηε ην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν θηάζαηε από ηα πξνεγνύκελα 

εξσηήκαηα. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εηζαγσγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αθνξά ζην εκβαδόλ ηξηγώλνπ σο ζπλάξηεζε κηαο 

γσλίαο ηνπ. 
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Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία επαλαπξνζδηνξηζκνύ κηαο 

ζπλάξηεζεο θαη ελόο ζεκείνπ από ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θαζώο θαη ηελ δεκηνπξγία 

ίρλνπο ελόο ζεκείνπ.  

Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ 

εκηηόλνπ ηδηαίηεξα δε ηεο f(x)= α.εκx 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα, παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ηνπ 

εκβαδνύ ζε ζρέζε κε ηελ γσλία θαη επηζεκαίλνπλ όηη ε κέγηζηε ηηκή επηηπγράλεηαη 

όηαλ ε γσλία γίλεη νξζή. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην ππάξρνλ ζεκείν Μ ζε Μ=(σ, Δ) θαη  

δηεξεπλνύλ ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ην ίρλνο ηνπ θαζώο κεηαβάιιεηαη ε γσλία σ. 

Δδώ είλαη ζεκαληηθό ν δηδάζθσλ λα δηαπξαγκαηεπηεί κε ηνπο καζεηέο πνηεο από ηηο 

γλσζηέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο όκνηεο κε απηήλ πνπ έγξαςε ην 

ίρλνο ηνπ Μ.  

Ο ηξόπνο πνπ δηαγξάθεηαη ε θακπύιε θαη νη αξηζκεηηθέο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ζα 

απνηειέζεη αληηθείκελν ζα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο ζηελ εηθαζία όηη ε ζρέζε είλαη 

ηξηγσλνκεηξηθή. 

Αιιάδνληαο ηηο ηηκέο ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη ΑΓ ε θακπύιε έρεη ηελ ίδηα κνξθή κόλν 

πνπ αιιάδεη ην κέγηζην. Απηό ην κέγηζην δίλεηαη θάζε θνξά από ην εκηγηλόκελν ησλ 

δύν πιεπξώλ. 

 

 

Ζ επηβεβαίσζε ηνπ ηύπνπ Δ=1/2(ΑΒ).(ΑΓ).εκσ ζα γίλεη κέζσ ηεο θαηαζθεπήο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ς=0,5.β.γ.εκρ ε νπνία ζα ζπκπέζεη κε ηελ 

θακπύιε ηνπ ίρλνπο. Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ ήδε ππάξρνπζα 

ζπλάξηεζε f(x)=x πνπ βξίζθεηαη ζηα βνεζεηηθά αληηθείκελα θαη λα ηελ 

επαλαπξνζδηνξίζνπλ θαη λα ηελ εκθαλίζνπλ. 

Σέινο νη καζεηέο ζα θάλνπλ ηελ απόδεημε ηνπ ηύπνπ ζην ηεηξάδηό ηνπο.  



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 64 

2.2.5 ΢ΥΔ΢Ζ ΔΜΒΑΓΧΝ ΣΡΗΓΧΝΧΝ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιιεηαη έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ νπνίνπ ε γσλία Α κεηαβάιιεηαη από 

ηνλ κεηαβνιέα σ, δειαδή Α=σ. Έλα εκηθύθιην κε βάζε ην ΒΓ  θόβεη ηηο πιεπξέο ΑΒ 

θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Γ θαη Δ. Δπηπιένλ πξνβάιινληαη νη κεηξήζεηο ησλ εκβαδώλ ησλ 

ηξηγώλσλ ΑΒΓ, σο Δ1, θαη ηνπ ΑΓΔ σο Δ2 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η: 

1) Να κεηαθηλήζεηε ηελ θνξπθή Α. Να κειεηήζεηε ηηο ηηκέο πνπ παίξλεη ην 

εκβαδόλ ΑΒΓ θαη ην εκβαδόλ ΑΓΔ. Να θαηαγξάςεηε κεξηθά δεύγε ηηκώλ. 

Τπάξρεη θάπνηα ζρέζε πνπ θαίλεηαη λα ζπλδέεη ηα δύν εκβαδά;. 

2) Να κειεηήζεηε ηελ ζρέζε ησλ δύν εκβαδώλ επαλαπξνζδηνξίδνληαο ζεκείν Μ 

ζε Μ=(Δ1, Δ2) θαη δεκηνπξγώληαο ην ίρλνο ηνπ. Πνηα ζρέζε θαίλεηαη λα 

ζπλδέεη ηα δύν εκβαδά; 

3) Να απνδείμεηε ηελ ζρέζε απηή κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν. 

4) Να κεηαβάιιεηε ηελ γσλία σ θαη λα επαλαιάβεηε ηελ δηεξεύλεζε. Να 

δηαηππώζεηε έλαλ θαλόλα. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ εκβαδώλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία επαλαπξνζδηνξηζκνύ ελόο 

ζεκείνπ από ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θαζώο θαη ηελ δεκηνπξγία ίρλνπο ελόο ζεκείνπ.  
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Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γξακκηθήο 

ζπλάξηεζεο y=α.x θαζώο θαη ηελ ζρέζε ησλ εκβαδώλ ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ κηα θνηλή 

γσλία.    

 Η υλοποίηςη 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα ε όιε δηαδηθαζία ζα κπνξνύζε λα μεθηλήζεη κε κία 

άζθεζε εκβαδώλ όκνηα κε απηέο πνπ πεξηέρεη ην ζρνιηθό εγρεηξίδην. 

« ΢ε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ε γσλία ηεο θνξπθήο Α είλαη ίζε κε 60
0
. Έλα εκηθύθιην βάζεο 

ΒΓ ηέκλεη ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα Γ, Δ αληίζηνηρα. Να βξείηε ηελ ζρέζε ησλ 

εκβαδώλ ησλ ηξηγώλσλ ΑΓΔ θαη ΑΒΓ». 

Οη καζεηέο ζηελ αξρή ζα αλαγλσξίζνπλ όηη ε θαηαζθεπή κε ην ινγηζκηθό είλαη κία 

πινπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ ηεο άζθεζεο. 

Ο δηδάζθσλ ζα πξνηείλεη ζηνπο καζεηέο λα επηιέμνπλ αθέξαηεο ηηκέο γηα ην εκβαδόλ 

ηνπ ΑΒΓ. Γύν είλαη νη αθέξαηεο ηηκέο πνπ είλαη πξνζβάζηκεο ην 20 θαη ην 24. Γηα ηηο 

ηηκέο απηέο νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη ην εκβαδόλ ηνπ ΑΓΔ είλαη ίζν κε ην ¼ 

ηνπ ΑΒΓ. ΢ην ζεκείν απηό ν δηδάζθσλ δεηά από ηνπο καζεηέο λα ζπλδέζνπλ ηελ ηηκή 

¼ κε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηεο γσλίαο Α. Ο ζηόρνο είλαη λα εληνπίζνπλ νη 

καζεηέο όηη ν ιόγνο ησλ δύν εκβαδώλ είλαη ίζνο κε ην ηεηξάγσλν ηνπ ζπλεκηηόλνπ 

ηεο γσλίαο Α.  

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εξεπλήζνπλ κε ζπζηεκαηηθό πιένλ ηξόπν ηελ 

ζρέζε ησλ δύν εκβαδώλ. Θα θαηαζθεπάζνπλ ην ζεκείν Μ κε ζπληεηαγκέλεο ηα δύν 

εκβαδά θαη ζα εκθαλίζνπλ ην ίρλνο ηνπ. Σν ίρλνο ηνπ Μ ζα γξάςεη κία επζεία ε 

νπνία θαίλεηαη όηη πεξλά από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. Απηό ην γεγνλόο ζα επηηξέςεη 

ζηνπο καζεηέο λα θάλνπλ κία εηθαζία γηα ηελ γξακκηθόηεηα ηεο ζρέζεο πνπ ζπλδέεη 

ηα δύν εκβαδά. Ο ιόγνο ησλ ηηκώλ Δ2/Δ1 ζα θαζνξίζεη ηνλ ζπληειεζηή ι ηεο ζρέζεο 

Δ2=ι.Δ1. Ο ιόγνο απηόο είλαη ¼ . 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα 

εκβαδά δύν ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ θνηλή γσλία. Δπηπιένλ αλ θέξνπλ ηελ ΒΔ ηόηε ζην 

νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΔ ε κία γσλία είλαη ίζε κε 60
0
 άξα ή άιιε νμεία γσλία είλαη 

ίζε κε 30
0
 θαη ε πιεπξά ΑΔ=1/2ΑΒ. ΄Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη ΑΓ=1/2 ΑΓ νπόηε 

πξνθύπηεη όηη ν ιόγνο ησλ δύν εκβαδώλ είλαη ίζνο κε ¼.  

Μεηαβάιινληαο ηελ γσλία Α κε ηελ βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα ε επζεία πνπ 

δεκηνπξγνύλ ηα ίρλε ηνπ Μ αιιάδεη θιίζε αιιά απηή είλαη πάληα ίζε κε ζπλ
2
σ. 
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2.2.6 ΔΜΒΑΓΑ ΟΜΟΗΧΝ ΠΟΛΤΓΧΝΧΝ 

Φφλλο εργαςίασ 

.΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη δύν πνιύγσλα θαη νη κεηξήζεηο ησλ εκβαδώλ ηνπο Π θαη 

Π΄. Ο κεηαβνιέαο ι κεηαβάιιεη ην κέγεζνο ελόο κόλν εμ απηώλ.  

 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ ι. Πνηα ζρέζε θαίλεηαη λα ζπλδέεη ηα δύν 

πνιύγσλα; Να ζύξεηε κηα θνξπθή ηνπ πνιπγώλνπ Π. Ση παξαηεξείηε; 

2) Θα δηεξεπλήζνπκε ηώξα ηελ ζρέζε ησλ εκβαδώλ ησλ δύν πνιπγώλσλ. Να 

θαηαζθεπάζεηε ην ζεκείν Μ ζε Μ=(Π, Π1) θαη λα πξνβάιιεηε ην ίρλνο ηνπ. 

Να κεηαβάιεηε ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ πνιπγώλνπ Π ζύξνληαο κία θνξπθή 

ηνπ. Πνηα ζρέζε ζα κπνξνύζε λα ζπλδέεη ηα δύν εκβαδά; 

3) Να θαηαζθεπάζεηε ην ζεκείν Κ ζε Κ=(ι, Π1) θαη λα εκθαλίζεηε ην ίρλνο ηνπ. 

Να αιιάμεηε ηηο ηηκέο ηνπ ι ζύξνληαο ην ζεκείν. Πνηα ζρέζε θαίλεηαη λα 

ζπλδέεη ηη ηηκέο ηνπ ι κε ηηο ηηκέο ηνπ Π1; 

4) Με βάζε ηηο απαληήζεηο ζαο ζηα πξνεγνύκελα λα δηαηππώζεηε κία πξόηαζε 

γηα ηα εκβαδά δύν νκνίσλ πνιπγώλσλ.  

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ. 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ εκβαδώλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ επαλαπξνζδηνξηζκό ζεκείνπ θαη ζπλάξηεζεο 

θαη ηελ δεκηνπξγία ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ. 

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ εμίζσζε επζείαο, θαη ηεο παξαβνιήο. 
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Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ ι θαη παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν πνπ 

κεηαβάιιεηαη ην πνιύγσλν Π1.  

Δδώ ν ζηόρνο είλαη λα θάλνπλ νη καζεηέο ηελ εηθαζία όηη ην Π1 απνηειεί κία 

ζκίθξπλζε ή κεγέζπλζε ηνπ Π αλαιόγσο ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ ι.  

΢ηελ ζπλέρεηα ζα ήηαλ ρξήζηκν ν δηδάζθσλ λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ζύξνπλ 

κία θνξπθή ηνπ πνιπγώλνπ Π θαη λα κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην Π1. 

Με ηνλ ηξόπν απηό ζα εληζρπζεί ε εηθαζία όηη ηα δύν πνιύγσλα είλαη όκνηα αθνύ 

θαίλεηαη όηη νη πιεπξέο παξακέλνπλ παξάιιειεο. 

΢ηελ εξώηεζε 2 νη καζεηέο ζα δεκηνπξγήζνπλ ην ζεκείν Μ=(Π, Π1), θαη ζα 

δηαπηζηώζνπλ όηη ην ίρλνο ηνπ δηαγξάθεη κία επζεία. Απηό ζα γίλεη αληηθείκελν 

δηαπξαγκάηεπζεο ώζηε λα θηάζνπλ ζην ζπκπέξαζκα όηη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα 

εκβαδά ζα είλαη γξακκηθή. Δπνκέλσο Π1=c.Π. Ζ ζηαζεξά c ζα ππνινγηζηεί από ην 

πειίθν δύν αληηζηνίρσλ ηηκώλ ησλ εκβαδώλ θαη ζα ζπλδεζεί κε ην ι
2
. 

΢ηελ επόκελε εξώηεζε ζα επαλαιεθζεί ε δηαδηθαζία κε ην ζεκείν Κ(ι, Π1). Δδώ ε 

γξαθηθή παξάζηαζε είλαη κία παξαβνιή ε νπνία έρεη εμίζσζε Π1=ι
2
.Π. Ζ 

δηαπίζησζε απηή κπνξεί λα γίλεη ζηελ αξρή δηαηζζεηηθά θαη ζηελ ζπλέρεηα λα γίλεη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο y=Π.x
2
. Ζ θακπύιε πνπ ζα πξνθύςεη ζα πεξάζεη από όια ηα 

ζεκεία ηνπ ίρλνπο ηνπ Κ. 

΢ηελ ηειεπηαία εξώηεζε νη καζεηέο ζα δηαηππώζνπλ ηελ πξόηαζε πνπ αθνξά ζηελ 

ζρέζε ησλ εκβαδώλ δύν νκνίσλ πνιπγώλσλ. 
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2.3 ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΤΓΩΝΑ 

2.3.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Σα θαλνληθά πνιύγσλα απνηεινύλ ηελ γέθπξα ε νπνία ζα νδεγήζεη από ηα 

επζύγξακκα ζρήκαηα ζηνλ θύθιν. 

Ζ ζρέζε κεηαμύ ηνπ κήθνπο ελόο ηόμνπ θαη ηνπ κήθνπο ηεο αληίζηνηρεο ρνξδήο δελ 

είλαη γξακκηθή ελώ ε πξνζέγγηζε ηνπ θύθινπ κπνξεί λα γίλεη κέζα από 

εγγεγξακκέλα θαη πεξηγεγξακκέλα θαλνληθά πνιύγσλα. 

Οη δξαζηεξηόηεηεο ησλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ κπνξνύλ λα ππνζηεξίμνπλ ηελ 

δηδαζθαιία ηνπ ζρεηηθνύ θεθαιαίνπ, ζπγρξόλσο όκσο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνλ 

δηδάζθνληα λα ηηο κεηαζρεκαηίζεη ή λα ηηο ζπκπιεξώζεη. 

Δπηπιένλ επηηξέπνπλ ζηνλ καζεηή λα δηεξεπλήζεη ζρέζεηο κεηαμύ κεγεζώλ ζε έλαλ 

θύθιν, νη νπνίεο επεθηείλνπλ ηηο γλώζεηο ηνπ θαη πέξα από ηελ πξνβιεπόκελε ύιε. 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από δύν δξαζηεξηόηεηεο. Ζ πξώηε δξαζηεξηόηεηα αθνξά 

ζηελ δηεξεύλεζε ησλ ζρέζεσλ κεηαμύ ηνπ κήθνπο ελόο ηόμνπ θαη ηεο αληίζηνηρεο 

ρνξδήο. 

Ζ δηεξεύλεζε ζα κπνξνύζε λα αξρίζεη κε ηελ αλαδήηεζε ζρέζεο κεηαμύ ηόμνπ θαη 

επίθεληξεο γσλίαο όηαλ απηή κεηξάηαη ζε αθηίληα. Απηό είλαη εθηθηό αλ ν καζεηήο 

νξίζεη έλα ζεκείν Μ=(σ, c) θαη κειεηήζεη ην ίρλνο ηνπ όηαλ κεηαβάιιεηαη ε γσλία σ. 

Δπηπιένλ ζα κπνξνύζε λα γίλεη κειέηε ηεο ζρέζεο κεηαμύ ηεο γσλίαο σ θαη ηεο 

ρνξδήο ι. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα δηεξεπλήζνπλ ηηο πξνϋπνζέζεηο 

θαηαζθεπήο ελόο εγγεγξακκέλνπ ζε θύθιν θαλνληθνύ πνιπγώλνπ. Αθόκε ζα 

πξνζεγγίζνπλ ηελ πεξίκεηξν ηνπ θύθινπ κε ηελ κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνίεζε ν 

Αξρηκήδεο, δειαδή κε ηελ πεξίκεηξν ηόζν ηνπ εγγεγξακκέλνπ όζν θαη ηνπ 

πεξηγεγξακκέλνπ θαλνληθνύ πνιπγώλνπ. 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα εξεπλήζνπλ ηηο πξνϋπνζέζεηο θαηαζθεπήο 

δηαθνζκεηηθώλ κνηίβσλ κε θαλνληθά πνιύγσλα (tessellations). ΢πγθεθξηκέλα ζα 

δηεξεπλήζνπλ, κε βάζε ηα εξγαιεία πνπ ηνπο παξέρεη ην ινγηζκηθό, πνηα θαλνληθά 

πνιύγσλα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζνύλ απηνύζηα γηα λα θαιύςνπλ κία επίπεδε 

επηθάλεηα.  

2.3.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηα θαλνληθά πνιύγσλα:  

 Θα θαηαζθεπάζνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ ρνξδή θαη ην κήθνο ηνπ 

αληίζηνηρνπ ηόμνπ ζε έλαλ θύθιν .  

 Θα δηεξεπλήζνπλ ηηο πξνϋπνζέζεηο θαηαζθεπήο θαλνληθώλ πνιπγώλσλ 

εγγεγξακκέλσλ ζε θύθιν. 

 Θα πξνζεγγίζνπλ ηελ πεξίκεηξν ελόο θύθινπ κέζσ θαλνληθώλ ζρεκάησλ 

εγγεγξακκέλσλ θαη πεξηγεγξακκέλσλ ζε θύθιν.  

 Θα ζπλδέζνπλ ηηο γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο νξηζκέλσλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ κε 

ηελ δηαθόζκηζε. 
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2.3.3 ΣΟΞΟ-ΥΟΡΓΖ  

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιιεηαη έλαο θπθιηθό ηνκέα ΟΑΒ ν νπνίνο κεηαβάιιεηαη από ην 

ζεκείν Β ελώ εκθαλίδνληαη νη κεηξήζεηο ηνπ ηόμνπ c, ηεο επίθεληξεο γσλίαο σ, ηεο 

αθηίλαο ξ θαη ηεο ρνξδήο ι. Δπηπιένλ εκθαλίδνληαη θαη δύν βνεζεηηθά αληηθείκελα, 

έλα ζεκείν Μ θαη κία ζπλάξηεζε f(x)=x, πνπ κπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζεηε ζηελ 

ζπλέρεηα. 

 

Να κεηαβάιιεηε ην ζρήκα ζύξνληαο ηα ζεκεία Α, Β, Γ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η: 

1. Πσο κεηαβάιιεηαη ην κήθνο ηνπ ηόμνπ c θαζώο κεηαβάιιεηαη ε γσλία σ; 

2. Πσο κεηαβάιιεηαη ην κήθνο ηεο ρνξδήο ι θαζώο κεηαβάιιεηαη ε γσλία σ; 

3. Πσο κεηαβάιιεηαη ε ρνξδή ι θαη ην ηόμν c θαζώο κεηαβάιιεηαη ε αθηίλα; 

4. Να θαηαζθεπάζεηε έλα ζεκείν M=(c, ι) θαη λα εκθαλίζεηε ην ίρλνο ηνπ. Να 

κεηαβάιιεηαη ην ηόμν c. 

5. Πνηα ζρέζε κπνξεί λα ζπλδέεη ην κήθνο ηνπ ηόμνπ c κε ην κήθνο ηεο ρνξδήο ι; 

Μέρξη ηώξα ζηεξηρηήθακε κόλν ζηηο κεηξήζεηο γηα λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηα πνζά πνπ κεηαβάιινληαη. Θα πξνζπαζήζνπκε ηώξα λα θάλνπκε κία πεξηζζόηεξν 

απζηεξή απόδεημε. 

6. Να γξάςεηε ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ επίθεληξε γσλία σ θαη ηελ αθηίλα ξ 

κε ην κήθνο ηνπ ηόμνπ c. Να ιάβεηε ππ όςηλ όηη ε γσλία σ κεηξάηαη ζε 

αθηίληα.  

7. Να βξείηε κε ηελ βνήζεηα ηεο ηξηγσλνκεηξίαο κία ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ 

ρνξδή ι κε ηελ γσλία σ θαη ηελ αθηίλα ξ. Να ζπλδπάζεηε ηα απνηειέζκαηα 

ησλ δύν εξσηήζεσλ γηα λα δεκηνπξγήζεηε κία ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη ην ι κε 

ηελ σ θαη ην c. 

8. Να θάλεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζρέζεο απηήο. Ση παξαηεξείηε; 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

 Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εηζαγσγή ζην θεθάιαην ησλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ζεκείνπ κε 

ζπληεηαγκέλεο ηηο κεηξήζεηο ηκεκάησλ ελόο ζρήκαηνο. Αθόκε ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηελ θαηαζθεπή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο.  

Σέινο νη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ζρέζεηο c=σ.ξ θαη  

ι=2ξ.εκ(σ/2). 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά θηλνύλ ην ζεκείν Β θαη παξαηεξνύλ ηηο κεηξήζεηο γηα ηα κεγέζε σ, 

c θαη ι. Θα εληνπίζνπλ όηη ηα κεγέζε σ, c ζπκκεηαβάιινληαη κε γξακκηθό ηξόπν, ελώ 

ε σ θαη ην ι δελ ζπλδένληαη γξακκηθά. 

Όηαλ δεκηνπξγεζεί ε θακπύιε ηνπ ζεκείνπ Μ ηόηε ζα αθνινπζήζεη δηαπξαγκάηεπζε 

γηα ην είδνο ηεο ζρέζεο πνπ ζπλδέεη ηα δύν πνζά ι, c. 

Ζ αιγεβξηθή επεμεξγαζία ζα κπνξνύζε λα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο ζηελ ζρέζε 

ι=2ξ.εκ(c/2ξ). Ζ ζρέζε απηή πξνθύπηεη από ηνλ ζπλδπαζκό δύν βαζηθώλ ζρέζεσλ 

δειαδή ηεο c=σ.ξ θαη  ι=2ξ.εκ(σ/2). 

Δδώ είλαη θαλεξό όηη νη δύν απηέο ζρέζεηο ζα κπνξνύζαλ λα πξνθύςνπλ κε δύν 

αληίζηνηρεο δξαζηεξηόηεηεο. 

΢ηελ ζπλέρεηα νη καζεηέο κπνξνύλ λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ς=2ξ.εκ(ρ/2ξ) θαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζπκπίπηεη κε ηελ θακπύιε πνπ έγξαςε ην 

ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Μ. 

 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε κειέηε ηεο θακπύιεο πνπ γξάθεη ην ζεκείν κε 

ζπληεηαγκέλεο (ι, c). Ζ θακπύιε πνπ πξνθύπηεη δελ αληηζηνηρεί ζε ζπλάξηεζε θαη 

είλαη κία πξώηεο ηάμεσο επθαηξία λα δηαπξαγκαηεπηνύλ νη καζεηέο ηελ έλλνηα ηεο 

αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο πξνϋπνζέζεηο ύπαξμήο ηεο. 
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2.3.4 ΚΑΝΟΝΗΚΑ ΠΟΛΤΓΧΝΑ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη δύν κεηαβνιείο, σ θαη λ, έλαο θύθινο αθηίλαο ξ, κία 

επίθεληξε γσλία σ, ηελ ρνξδή ι θαη ηα ηκήκαηα ΑΚ θαη ΚΒ πνπ εθάπηνληαη ζηνλ 

θύθιν ζηα άθξα ηεο ρνξδήο. Αθόκε πξνβάιινληαη νη κεηξήζεηο S1, S2 πνπ καο 

δείρλνπλ ηελ πεξίκεηξν ησλ πνιπγώλσλ πνπ δεκηνπξγνύληαη θαζώο πεξηζηξέθεηαη ε 

ρνξδή. 

 

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα λ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Πόζεο πεξηζηξνθέο πξέπεη λα εθηειέζεη ε ρνξδή ι ώζηε λα επαλέιζεη ζηελ 

αξρηθή ηεο ζέζε; Πνην θαλνληθό πνιύγσλν κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί αλ ην ι 

αθήλεη ην ίρλνο ηνπ; 

2. Να αιιάμεηε ηελ ηηκή ηεο γσλίαο σ. Να δηεξεπλήζεηε γηα πνηεο ηηκέο ηεο 

γσλίαο σ θαηαζθεπάδεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν, ηεηξάγσλν, θαλνληθό εμάγσλν, 

πεληάγσλν.  

3. Να βξείηε έλα ηύπν γηα ηελ γσλία σ κε ηνλ νπνίν κπνξνύκε εθ ησλ πξνηέξσλ 

λα γλσξίδνπκε πνηα γσλία ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα 

θαηαζθεπάζνπκε νπνηνδήπνηε λίγσλν. 

4. Με γσλία σ=60
0
 λα εκθαλίζεηε ηα ίρλε ησλ ηκεκάησλ ι, ΚΒ θαη ΚΑ. Να 

παξαηεξήζεηε θαη θαηαγξάςεηε ηηο κεηξήζεηο S1 θαη S2. Να επαλαιάβεηε γηα 

κηθξόηεξεο γσλίεο, π.ρ 40
0
, 30

0
. Ση παξαηεξείηε;  
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5. Πνηα ζρέζε έρνπλ νη ηηκέο ησλ S1 θαη S2 κε ηελ πεξίκεηξν ηνπ θύθινπ; 

6. Να επαλαιάβεηε αιιάδνληαο ηηο ηηκέο ηεο αθηίλαο ξ. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εηζαγσγή ζην θεθάιαην ησλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ίρλνπο ελόο ζεκείνπ.  

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα λ θαη παξαηεξνύλ όηη κεηά 

από 12 πεξηζηξνθέο ην ι επαλέξρεηαη ζηελ αξρηθή ηνπ ζέζε. Απηό ζεκαίλεη όηη 

θαηαζθεπάδεηαη θαλνληθό δσδεθάγσλν. 

Αιιάδνληαο ηελ γσλία ζε 60
0
 ζα παξαηεξήζνπλ όηη θαηαζθεπάδεηαη θαλνληθό 

εμάγσλν. Δδώ ζα πξέπεη λα δεηήζεη ν δηδάζθσλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ αθαηάιιειεο 

γσλίεο π.ρ 50
0
 ώζηε λα θαηαλνήζνπλ όηη δελ θαηαζθεπάδεηαη θαλνληθό πνιύγσλν γηα 

νπνηαδήπνηε ηηκή ηεο γσλίαο σ.  

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε, θαη κε βάζε ηελ κέρξη ηώξα δξαζηεξηόηεηα ησλ καζεηώλ, ζα 

πξνθύςεη ε δηαπίζησζε όηη ην κέηξν ηεο γσλίαο σ ζα πξέπεη λα είλαη δηαηξέηεο ηνπ 

360. 

΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εκθαλίζνπλ ηα ίρλε ησλ ηκεκάησλ θαη ζα 

δηαπηζηώζνπλ όηη θαηαζθεπάδεηαη έλα εγγεγξακκέλν θα έλα πεξηγεγξακκέλν 

πνιύγσλν ησλ νπνίσλ νη πεξίκεηξνη έρνπλ κία δηαθνξά. Ζ δηαθνξά απηή ηείλεη λα 

κεδεληζηεί θαζώο ειαηηώλεηαη ε ηηκή ηεο γσλίαο σ, δειαδή θαζώο απμάλεηαη ην 

πιήζνο ησλ πιεπξώλ ηνπ πνιπγώλνπ. 

΢ηηο δύν ηειεπηαίεο εξσηήζεηο νη καζεηέο ζα νδεγεζνύλ ζην ζπκπέξαζκα όηη νη 

πεξίκεηξνη ελόο εγγεγξακκέλνπ θαη ελόο πεξηγεγξακκέλνπ πνιπγώλνπ ζε θύθινπ 

έρνπλ όξην ηελ πεξίκεηξν ηνπ θύθινπ.   
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2.3.5 ΓΗΑΚΟ΢ΜΖΣΗΚΑ ΜΟΣΗΒΑ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη δύν ζπλζέζεηο θάζε κία από ηηο νπνίεο θαηαζθεπάδεηαη 

από έλα θαλνληθό πνιύγσλν θαη δύν κεηαβνιείο γσληώλ α, β. ΢ηελ νπζία ην Π2 

πξνθύπηεη από ην Π1 κε πεξηζηξνθή θαηά γσλία α γύξσ από ην ζεκείν ΢. Σν Π3 

πξνθύπηεη από ην Π2 κε όκνηα ηξόπν. Με ηνλ ίδην ηξόπν πξνθύπηεη θαη ην Δ2 από ην 

Δ1 όπσο θαη ην Δ3 από ην Δ2, κόλν πνπ εδώ ε πεξηζηξνθή γίλεηαη θαηά γσλία β.  

 

Να κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα α θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπ κεηαβνιέα β.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1. Γηα πνηα ηηκή ηεο γσλίαο α ηα ηξία πεληάγσλα γίλνληαη δηαδνρηθά. Γειαδή δελ 

επηθαιύπηεη ην έλα ην άιιν.  

2. Πνηα ζρέζε έρεη απηή ε ηηκήο ηεο γσλίαο κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θαλνληθνύ 

πνιπγώλνπ; 

3. Γηα πνηα ηηκή ηεο γσλίαο β ηα ηξία εμάγσλα γίλνληαη δηαδνρηθά. Γειαδή δελ 

επηθαιύπηεη ην έλα ην άιιν.  

4. Πνηα ζρέζε έρεη απηή ε ηηκήο ηεο γσλίαο κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θαλνληθνύ 

εμαγώλνπ; 

5. Θέινπκε λα θαιύςνπκε έλα δάπεδν κε πιαθίδηα, ζρήκαηνο θαλνληθνύ 

πνιπγώλνπ, ηνπ ίδηνπ είδνπο. Πνην από ηα δύν θαλνληθά πνιύγσλα είλαη ην 

θαηαιιειόηεξν;  

6. Τπάξρνπλ θαη άιια θαλνληθά πνιύγσλα πνπ είλαη θαηάιιεια γηα ηελ 

επηθάιπςε απηή;   
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηεο γσλίαο ελόο 

θαλνληθνύ ληγώλνπ. Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν πεξηζηξνθήο ελόο 

γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο γύξσ από έλα ζεκείν θαηά δνζκέλε γσλία θαζώο θαη ηελ 

δηαδηθαζία απόθξπςεο εηηθεηώλ θαη αληηθεηκέλσλ από ηελ νζόλε.  

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα α θαη παξαηεξνύλ όηη ζηηο 

108
0
 ηα ηξία θαλνληθά πεληάγσλα γίλνληαη δηαδνρηθά. Δδώ νη καζεηέο ζα ζπλδέζνπλ 

ηελ γσλία πεξηζηξνθήο απηή κε ηελ γσλία ηνπ θαλνληθνύ πεληαγώλνπ πνπ θαη απηή 

είλαη ίζε κε 108
0
 . 

΢ην ζεκείν απηό θαιό ζα είλαη ν δηδάζθσλ λα επηζεκάλεη ζηνπο καζεηέο όηη δελ είλαη 

δπλαηόλ λα ‘ρσξέζεη’ θαη ηέηαξην πεληάγσλν ζην θελό πνπ έρεη απνκείλεη. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ζηηο 120
0
 όρη κόλν ηα εμάγσλα 

γίλνληαη δηαδνρηθά αιιά θαιύπηνπλ πιήξσο ηελ πεξηνρή γύξσ από ην ζεκείν Ζ.  

΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε ζα πξέπεη λα θαηαιήμνπλ ζην ζπκπέξαζκα όηη ε γσλία θ ηνπ 

θαλνληθνύ πνιπγώλνπ ζα πξέπεη λα είλαη δηαηξέηεο ηνπ 360 γηα λα κελ 

δεκηνπξγνύληαη θελά γύξσ από ην ζεκείν πεξηζηξνθήο. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα 

ζπκπεξάλνπλ όηη κόλα ην θαλνληθό εμάγσλν, ην ηζόπιεπξν ηξίγσλν θαη ην ηεηξάγσλν  

ηθαλνπνηνύλ ηελ πξνεγνύκελε ζπλζήθε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 76 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Β΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

 77 

3 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Ζ΢ Β΄ ΛΤΚΔΗΟΤ 

3.1 ΓΙΑΝΤ΢ΜΑΣΑ 

3.1.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηων ζεναρίων 

Οη δξαζηεξηόηεηεο ηνπ ζελαξίνπ ησλ δηαλπζκάησλ κπνξνύλ λα ππνζηεξίμνπλ ηελ 

δηδαζθαιία ηνπ ζρεηηθνύ θεθαιαίνπ, ζπγρξόλσο όκσο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνλ 

δηδάζθνληα λα ηηο κεηαζρεκαηίζεη ή λα ηηο ζπκπιεξώζεη ώζηε λα επεθηείλεη ην 

καζεκαηηθό ηνπο πεξηερόκελν. 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από 3 δξαζηεξηόηεηεο δηαθνξεηηθνύ ύθνπο θαη ζηνρνζεζίαο 

όκσο όιεο καδί δηαγξάθνπλ κία πνξεία από ηηο απιέο θαηαζθεπέο κέρξη θαη ηελ 

δηεξεύλεζε παξακεηξηθώλ πεξηπηώζεσλ. Οη δξαζηεξηόηεηεο ζα κπνξνύζαλ λα 

θιηκαθσζνύλ από πνιύ απιέο, κε ζηόρν ηελ θαηαλόεζε ηεο πξνβιεπόκελεο ζεσξίαο, 

έσο θαη εληειώο δηεξεπλεηηθέο θαη ζύλζεηεο, κε ζηόρν ηελ επέθηαζε ησλ γλώζεσλ 

ησλ καζεηώλ.  

Ζ πξώηε δξαζηεξηόηεηα αθνξά ζε κία ζεηξά από απιέο θαηαζθεπέο πνπ ζα 

κπνξνύζαλ λα αλαδείμνπλ κε δπλακηθό ηξόπν ηελ ζρέζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ 

παξαιιήισλ θαη ησλ θαζέησλ δηαλπζκάησλ. Αθόκε αλαδεηθλύεη ηελ ζρέζε πνπ 

ζπλδέεη ηηο ζπληεηαγκέλεο δύν δηαλπζκάησλ ηόζν κε ην άζξνηζκα όζν θαη κε ηελ 

δηαθνξά ηνπο. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα επηλνήζνπλ έλαλ ηξόπν λα ππνινγίδνπλ 

ηελ γσλία δύν επζεηώλ κε ηελ βνήζεηα ηνπ εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ δηαλπζκάησλ 

παξαιιήισλ πξνο ηηο δύν επζείεο. Σν ινγηζκηθό δίλεη ηελ δπλαηόηεηα ηνπ 

ππνινγηζκνύ ηεο γσλίαο όηαλ είλαη γλσζηόο έλαο ηξηγσλνκεηξηθόο αξηζκόο, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ην ζπλεκίηνλν ζηελ πεξίπησζε ηνπ εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ. 

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα εξεπλήζνπλ ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ηνπ άθξνπ 

ελόο δηαλύζκαηνο. Σν δηάλπζκα απηό είλαη ην άζξνηζκα ελόο ζηαζεξνύ θαη ελόο 

κεηαβαιιόκελνπ. Σν ινγηζκηθό ζα ηνπο επηηξέςεη ηνλ εληνπηζκό ηνπ πηζαλνύ 

γεσκεηξηθνύ ηόπνπ θαη ζηελ ζπλέρεηα ζα αθνινπζήζεη κία απζηεξή καζεκαηηθή 

απόδεημε κε βάζε όκσο ηηο ελδείμεηο ηνπ ινγηζκηθνύ. 

3.1.2 ΢ηόχοι: 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηα θαλνληθά πνιύγσλα:  

 Θα εληνπίζνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο ζπληεηαγκέλεο δηαλπζκάησλ πνπ είλαη 

θάζεηα ή παξάιιεια..  

 Θα θαηαζθεπάζνπλ κία δηαδηθαζία γηα λα ππνινγίδνπλ ηελ γσλία δύν επζεηώλ κε 

ηελ βνήζεηα δηαλπζκάησλ. 

 Θα κειεηήζνπλ ηελ θακπύιε πνπ δηαγξάθεη ην άθξν ελόο εμαξηεκέλνπ 

δηαλύζκαηνο. 

 Θα εκπιαθνύλ ζε δξαζηεξηόηεηεο απζηεξά καζεκαηηθήο απόδεημεο.  
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3.1.3 ΠΑΡΑΛΛΖΛΑ-ΚΑΘΔΣΑ ΓΗΑΝΤ΢ΜΑ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη κία ζεηξά από δηαλύζκαηα θαη ζεκεία πνπ θαζνξίδνπλ ηα 

άθξα ησλ δηαλπζκάησλ. Ο ζηόρνο καο είλαη λα κειεηήζνπκε ηελ ζρέζε πνπ έρνπλ νη 

ζπληεηαγκέλεο ησλ δηαλπζκάησλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ αζξνίζκαηνο, ηεο δηαθνξάο, 

ηεο θαζεηόηεηαο θαη ηεο παξαιιειίαο.  

 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να κεηαβάιεηε ηα δηαλύζκαηα ΑΒ θαη ΑΓ. Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ δηαλπζκάησλ απηώλ κε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ΑΓ θαη ΒΓ; 

2) Να εμεηάζεηε αλ ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

3) Να εκθαλίζεηε ηηο επζείεο α, δ, ε από ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα. Με βάζε ηηο 

κεηξήζεηο ησλ θιίζεσλ ησλ επζεηώλ ια, ιδ, ιε λα εθηηκήζεηε ηελ ζρέζε πνπ 

ππάξρεη κεηαμύ ηνπο. Ση ζρέζε έρνπλ ηα δηαλύζκαηα δ1, δ2, δ3 ; 

4)  Να εκθαλίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ δηαλπζκάησλ απηώλ. Πνηα ζρέζε 

έρνπλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπο; 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί γηα 

ηελ ππνζηήξημε ηεο δηδαζθαιίαο ησλ δηαλπζκάησλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ εκθάληζε ηεο ηηκήο ελόο δηαλύζκαηνο από ην 

menu ησλ ηδηνηήησλ. 

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ελόο δηαλύζκαηνο θαη 

ηελ γεσκεηξηθή πξόζζεζε δύν δηαλπζκάησλ (θαλόλαο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ) 

 Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ ζηελ αξρή δεηά από ηνπο καζεηέο λα θιείζνπλ ηνπο θαθέινπο ησλ 

ειεύζεξσλ θαη εμαξηεκέλσλ αληηθεηκέλσλ θαη λα πεξηνξηζηνύλ ζηα βνεζεηηθά 

αληηθείκελα. 

΢ηελ ζπλέρεηα ζύξνληαο ηα άθξα Β θαη Γ νη καζεηέο παξαηεξνύλ θαη ζρνιηάδνπλ ηηο 

κεηαβνιέο ησλ ΑΓ θαη ΒΓ  εθηηκώληαο όηη πξόθεηηαη γηα ην γεσκεηξηθό άζξνηζκα θαη 

ηελ δηαθνξά ησλ u θαη v δηαλπζκάησλ. 

Αθνινύζσο ν δηδάζθσλ δεηά από ηνπο καζεηέο λα εκθαλίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο 

όισλ ησλ δηαλπζκάησλ απηώλ θαη λα κεηαβάινπλ ηα δηαλύζκαηα u, v ζύξνληαο ηα 

άθξα ηνπο.  Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

δηαλύζκαηνο ΑΓ είλαη ίζεο κε ην άζξνηζκα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ u θαη v ελώ νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο ΒΓ είλαη ίζεο κε ηελ δηαθνξά ηνπο.  

Με βάζε ηα πξνεγνύκελα κπνξνύλ λα δηθαηνινγήζνπλ γηαηί ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ 

είλαη παξαιιειόγξακκν. 

΢ηελ ζπλέρεηα νη καζεηέο εκθαλίδνπλ ηηο επζείεο α, δ, ε από ηα βνεζεηηθά 

αληηθείκελα, κεηαβάινπλ ηελ ζέζε ηνπο θαη παξαηεξνύλ ηηο κεηξήζεηο ησλ θιίζεσλ 

ησλ επζεηώλ ια, ιδ, ιε. Αλακέλεηε λα παξαηεξήζνπλ όηη ια=ιδ ελώ ια.ιε=-1. 

Καζώο νη καζεηέο κεηαβάιινπλ ην δηάλπζκα δ1 ή κεηαθηλνύλ ηα δ2 θαη δ3 κειεηνύλ 

ηελ ζρέζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπο θαη δηαπηζηώλνπλ όηη γηα ηα δ1 θαη δ2 νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπο είλαη αλάινγεο ελώ γηα ηα δ1 θαη δ3 ην άζξνηζκα ησλ γηλνκέλσλ 

ησλ αληηζηνίρσλ ζπληεηαγκέλσλ είλαη πάληα 0. 
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3.1.4 ΓΧΝΗΑ ΔΤΘΔΗΧΝ ΚΑΗ ΓΗΑΝΤ΢ΜΑΣΧΝ 

Φφλλο εργαςίασ 

Γίλνληαη νη επζείεο ε1 θαη ε2 νη νπνίεο ηέκλνληαη ζην ζεκείν Α. Πάλσ ζηηο επζείεο 

βξίζθνληαη ηα ζεκεία Β θαη Γ. Σν πξόβιεκα πνπ ηίζεηαη είλαη ην εμήο: Με πνην ηξόπν 

ζα ππνινγίζνπκε ηελ γσλία ησλ δύν επζεηώλ ρξεζηκνπνηώληαο ηηο γλώζεηο πνπ 

δηαζέηνπκε από ην θεθάιαην ησλ δηαλπζκάησλ. 

 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να εκθαλίζεηε ηα δηαλύζκαηα ΑΓ θαη ΑΒ, δειαδή ηα u, v. Να ππνινγίζεηε ην 

εζσηεξηθό ηνπο γηλόκελν επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηνλ αξηζκό uv πνπ ππάξρεη 

ζηα βνεζεηηθά αληηθείκελα. 

2) Να δεκηνπξγήζεηε ην πειίθν ηνπ εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ uv πξνο ην γηλόκελν 

ΑΒ.ΑΓ ησλ κέηξσλ ησλ δύν δηαλπζκάησλ. Ση εθθξάδεη ην πειίθν απηό; Να 

ρξεζηκνπνηήζεηε ηνλ αξηζκό ζπλσ πνπ βξίζθεηαη ζηα βνεζεηηθά αληηθείκελα 

γηα λα εθθξάζεηε ην παξαπάλσ πειίθν. 

3) Όηαλ γλσξίδνπκε ην ζπλεκίηνλν κηαο γσλίαο ηόηε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε 

ηελ γσλία αλ δεηήζνπκε από ην ινγηζκηθό λα ππνινγίζεη ηελ έθθξαζε 

acos(ζπλσ). Να ππνινγίζεηε ηελ γσλία ηεο νπνίαο ην ζπλεκίηνλν είλαη ην 

πξνεγνύκελν γηλόκελν. 

4) Να πεξηγξάςεηε έλαλ αιγόξηζκν κε ηνλ νπνίν ζα κπνξνύκε γηα δύν 

νπνηεζδήπνηε επζείεο λα ππνινγίδνπκε ηελ γσλία ηνπο.  
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αλαθέξεηαη ζην εζσηεξηθό γηλόκελν δηαλπζκάησλ 

θαη ηελ γσλία ηνπο. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ησλ ζπληεηαγκέλσλ  ελόο δηαλύζκαηνο.  

Σέινο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην εζσηεξηθό γηλόκελν δύν 

δηαλπζκάησλ όηαλ είλαη γλσζηέο νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθώλ ηνπ. 

Η υλοποίηςη 

΢ηνπο καζεηέο δίλεηαη έλα αξρείν ζην νπνίν πεξηέρνληαη δύν ηεκλόκελεο επζείεο, Σν 

δεηνύκελν είλαη λα επηλνήζνπλ έλαλ ηξόπν γηα λα κεηξνύλ ηελ γσλία ησλ δύν 

επζεηώλ ρξεζηκνπνηώληαο απνθιεηζηηθά δύν θαηάιιεια δηαλύζκαηα. 

Δδώ νη καζεηέο ζα πξέπεη λα θαηαζθεπάζνπλ ην εζσηεξηθό γηλόκελν ησλ 

δηαλπζκάησλ πνπ δεκηνπξγνύληαη από ζεκεία πνπ βξίζθνληαη πάλσ ζηηο επζείεο. Γηα 

λα θαηαζθεπαζηεί ην εζσηεξηθό γηλόκελν αξθεί λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ δηαλπζκάησλ x(A), x(B), y(A), y(B) θαη λα εθαξκόζνπλ ηνλ 

αληίζηνηρν ηύπν.   

Ο δηδάζθσλ ζα δηαπξαγκαηεπηεί κε ηνπο καζεηέο ηα παξαπάλσ θαη ζηελ ζπλέρεηα ζα 

ππνγξακκίζεη όηη ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα uv, ζπλσ θαη σ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα 

λα εθθξάζνπλ ην εζσηεξηθό γηλόκελν, ην ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο θαη ηέινο ηελ ίδηα 

ηελ γσλία ησλ δύν επζεηώλ. 

΢ηελ αξρή ζα επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηνλ αξηζκό uv πιεθηξνινγώληαο ηνλ ηύπν 

x(A).x(B)+y(A).y(B). 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα θαηαζθεπάζνπλ ην πειίθν ηνπ εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ πξνο ην 

γηλόκελν ησλ κέηξσλ ησλ δηαλπζκάησλ επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηνλ αξηζκό ζπλσ. Ο 

ιόγνο ησλ δύν πνζνηήησλ ζα εθθξάδεη ην ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο ησλ δύν 

δηαλπζκάησλ άξα θαη ησλ επζεηώλ.  

Σέινο νη καζεηέο ζα δεηήζνπλ από ην ινγηζκηθό λα ππνινγίδεη ην ηόμν ζπλεκηηόλνπ 

ηνπ ηειεπηαίνπ απηνύ αξηζκνύ. Ζ πνζόηεηα απηή ζα εθθξάδεη θαη ηελ γσλία ησλ δύν 

δηαλπζκάησλ.  

Δδώ είλαη απαξαίηεην λα πξνεγεζεί ζπδήηεζε κε ηνπο καζεηέο ζηελ νπνία ν 

δηδάζθσλ ζα επηζεκάλεη όηη ηνλ ξόιν ηνπ πίλαθα ηηκώλ γηα ηνλ ππνινγηζκό γσλίαο 

από ην ζπλεκίηνλό ηεο ηνλ έρεη πιένλ ην ινγηζκηθό. 
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3.1.5 ΓΔΧΜΔΣΡΗΚΟ΢ ΣΟΠΟ΢ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδεηαη έλα ζηαζεξό δηάλπζκα ΑΒ, κία παξαβνιή, έλα δηάλπζκα ΑΓ, 

ηνπ νπνίνπ ην άθξν Γ θηλείηαη πάλσ ζηελ παξαβνιή θαη έλα δηάλπζκα  ΑΓ. 

 

 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να βξείηε ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα ηξία δηαλύζκαηα. 

2) Να εκθαλίζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Γ θαη λα ζύξεηε ην ζεκείν Γ. Ση ζρέζε 

έρεη ε θακπύιε πνπ γξάθεη ην ζεκείν Γ κε ηελ αξρηθή παξαβνιή; 

3) Να κεηαβάιεηε ην δηάλπζκα ΑΒ, αθνύ πξώηα αιιάμεηε ηελ ηδηόηεηά ηνπ λα 

είλαη ζηαζεξό. Πνηα ζρέζε έρεη ε λέα θακπύιε πνπ ζα γξάςεη ην ζεκείν Γ κε 

ηελ αξρηθή θακπύιε. 

4) Να δηθαηνινγήζεηε ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν. 

5) Να κειεηήζεηε ηελ πεξίπησζε πνπ ην ζεκείν θηλείηαη πάλσ ζε κία επζεία. Να 

απνθξύςεηε ηα δηαλύζκαηα u, w θαη ηα ζεκεία Γ, Γ θαζώο θαη ηελ παξαβνιή. 

Να εκθαλίζεηε όια ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ δηαλπζκάησλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ εκθάληζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ελόο ζεκείνπ 

θαη ηελ δεκηνπξγία ηνπ ίρλνπο ηνπ.  
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Η υλοποίηςη 

Ζ δξαζηεξηόηεηα πνπ αθνινπζεί ζα κπνξνύζε λα ραξαθηεξηζηεί δηεξεπλεηηθή αθνύ 

δελ είλαη δπλαηόλ λα απαληεζνύλ ηα εξσηήκαηά ηεο άκεζα ελώ ζπγρξόλσο επηηξέπεη 

κεηαζρεκαηηζκό ησλ εξσηεκάησλ θαη ησλ δεδνκέλσλ. 

Ζ δηεξεύλεζε αθνξά ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ αζξνίζκαηνο δύν δηαλπζκάησλ κε θνηλή 

ζηαζεξή αξρή όηαλ ην έλα από απηά έρεη ζηαζεξό πέξαο ελώ ζην άιιν δηάλπζκα ην 

πέξαο ηνπ θηλείηαη πάλσ ζε κία ζπγθεθξηκέλε θακπύιε ή επζεία.  

Αο ππνζέζνπκε όηη ηα ζεκεία Α, Β είλαη ζηαζεξά ελώ ην ζεκείν Γ θηλείηαη πάλσ ζε 

κία παξαβνιή. Σν βαζηθό εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη ζε πνηα θακπύιε επάλσ θηλείηαη 

ην άζξνηζκα ησλ δηαλπζκάησλ ΑΒ θαη ΑΓ. 

Οη καζεηέο ζην πξώην εξώηεκα ζα εκθαλίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ηξηώλ 

δηαλπζκάησλ θαη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ην w είλαη ην άζξνηζκα ην δύν άιισλ 

δηαλπζκάησλ. Δδώ ν δηδάζθσλ κπνξεί λα ηνπο δεηήζεη λα εληνπίζνπλ ηελ εμίζσζε 

ηεο παξαβνιήο, θάηη πνπ είλαη πνιύ ρξήζηκν ζηελ ζπλέρεηα. 

Ο εληνπηζκόο ηεο εμίζσζεο κπνξεί λα γίλεη είηε από ηνλ ρώξν ηεο άιγεβξαο, είηε 

θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζηελ παξαβνιή. 

 ΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εκθαλίζνπλ ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Γ θαη ζα 

ζύξνπλ ην Γ πάλσ ζηελ παξαβνιή. Ζ θακπύιε πνπ ζα πξνθύςεη αλακέλεηαη λα 

αλαγλσξηζηεί σο κία παξαβνιή ε νπνία έρεη πξνθύςεη από ηελ αξρηθή κε κεηαθνξά 

θαηά δηάλπζκα ΑΒ=v. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα αλαηξέζνπλ ηελ ζηαζεξόηεηα ηνπ ζεκείνπ Β θαη 

ζα ην ζύξνπλ. Θα παξαηεξήζνπλ όηη ην Γ γξάθεη θαη πάιη κία παξαβνιή πνπ είλαη 

ζηελ νπζία κεηαθνξά ηεο αξρηθήο θαηά δηάλπζκα ΑΒ=v. 

Ζ απζηεξά καζεκαηηθή απόδεημε ζα κπνξνύζε λα γίλεη σο εμήο: 

Αλ Α(α, β), Γ(ρ1, ς1) θαη ΑΒ=(θ, ι) ηόηε ην δηάλπζκα ΑΓ έρεη ζπληεηαγκέλεο (ρ1- α, 

ς1-β) θαη ηζρύεη ς1=0,5.ρ1
2
 

Σν δηάλπζκα ΑΓ έρεη ζπληεηαγκέλεο (ρ1-α+θ, ς1-β+ι) νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ Γ είλαη 

( ρ1+θ, ς1+ι) 

Αλ ζέζνπκε ρ= ρ1+θ θαη ς= ς1+ι ηόηε (ς-ι)= 0,5(ρ-θ)
2
. Απηό ζεκαίλεη όηη ην ζεκείν 

(ρ, ς) θηλείηαη ζε θακπύιε πνπ έρεη πξνθύςεη από κεηαθνξά ηεο ς=0,5.ρ
2
 θαηά ην 

δηάλπζκα ΑΒ. 

 

Ζ ηειεπηαία εξώηεζε απνηειεί κία 

επέθηαζε ηεο δξαζηεξηόηεηαο αθνύ νη 

καζεηέο ζα πξέπεη λα απνθξύςνπλ ή λα 

δηαγξάςνπλ ηελ παξαβνιή θαη ηα 

δηαλύζκαηα u, w θαζώο θαη ηα ζεκεία 

Γ θαη Γ. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα εκθαλίζνπλ 

όια ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα θαη ζα 

αξρίζνπλ λέα δηεξεύλεζε.  
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3.2 ΔΤΘΔΙΔ΢ 

3.2.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηου ζεναρίου 

Οη δξαζηεξηόηεηεο ηνπ ζελαξίνπ ησλ επζεηώλ κπνξνύλ λα ππνζηεξίμνπλ ηελ 

δηδαζθαιία ηνπ ζρεηηθνύ θεθαιαίνπ, ζπγρξόλσο όκσο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνλ 

δηδάζθνληα λα ηηο κεηαζρεκαηίζεη ή λα ηηο ζπκπιεξώζεη ώζηε λα επεθηείλεη ην 

καζεκαηηθό ηνπο πεξηερόκελν. 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από 4 δξαζηεξηόηεηεο δηαθνξεηηθνύ ύθνπο θαη ζηνρνζεζίαο 

όκσο όιεο καδί δηαγξάθνπλ κία πνξεία από ηηο απιέο θαηαζθεπέο κέρξη θαη ηελ 

δηεξεύλεζε παξακεηξηθώλ πεξηπηώζεσλ.  

Ζ πξώηε δξαζηεξηόηεηα αθνξά ζηελ θαηαζθεπή επζείαο παξάιιειεο ή θάζεηεο ζε 

δηάλπζκα. Σν ινγηζκηθό πξνβάιιεη ην δηάλπζκα θαη ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ κε 

ηξόπν πνπ είλαη εκθαλήο ε ζρέζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ δηαλύζκαηνο κε ηνπο 

ζπληειεζηέο θάζε επζείαο. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα ιύζνπλ κία άζθεζε ηνπ ζρνιηθνύ 

βηβιίνπ, πνπ αλαθέξεηε ζην εκβαδόλ ηξηγώλνπ, κε ηελ βνήζεηα ησλ κεηξήζεσλ από 

ην ινγηζκηθό. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα επεμεξγαζηνύλ ην ζέκα κέζα ζε έλα ζπλαξηεζηαθό 

πιαίζην γξαθηθήο παξάζηαζεο.  

΢ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα εξεπλήζνπλ ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ηνπ 

ζεκείνπ ηνκήο δύν παξακεηξηθώλ επζεηώλ. Δδώ ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ δπλαηόηεηα 

λα εκθαλίδεηαη ην ίρλνο ελόο θηλνύκελνπ ζεκείνπ. 

΢ηελ ηέηαξηε δξαζηεξηόηεηα νη παξάκεηξνη πνπ εηζάγνληαη ζε κία εμίζσζε επζείαο 

δελ είλαη πιένλ απινί ηπραίνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί αιιά ηηκέο ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ.  

3.2.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηα θαλνληθά πνιύγσλα:  

 Θα εληνπίζνπλ θαη ζα απνδείμνπλ ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο ζπληεηαγκέλεο 

δηαλύζκαηνο κε ηνπο ζπληειεζηέο ηόζν ηεο θάζεηεο όζν θαη ηεο παξάιιειεο πξνο 

απηό επζείαο.  

 Θα κειεηήζνπλ ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ζεκείνπ ηνκήο παξακεηξηθώλ επζεηώλ  

 Θα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην ινγηζκηθό κέζα ζηα πιαίζηα ησλ ζρνιηθώλ ηνπο 

ππνρξεώζεσλ αιιά θαη σο εξγαιείν επέθηαζεο θαη δηεξεύλεζεο. 

 Θα εκπιαθνύλ ζε δξαζηεξηόηεηεο απόδεημεο πηζαλώλ ζρέζεσλ πνπ ππνδεηθλύεη ε 

ζπκπεξηθνξά ησλ δπλακηθώλ γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ ζηελ νζόλε. 
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3.2.3 ΔΤΘΔΗΑ ΓΗΑΝΤ΢ΜΑ 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη: 

Σα ζεκεία Α, Β, Γ ην δηάλπζκα u θαη νη εμηζώζεηο ησλ  επζεηώλ ε1 θαη ε2 ζην 

παξάζπξν ησλ αληηθεηκέλσλ. 

 

 

Να εκθαλίζεηε ην δηάλπζκα u θαη ην ζεκείν Γ. Να εκθαλίζεηε ηελ επζεία ε1 πνπ 

πεξλά από ην Γ θαη είλαη παξάιιειε πξνο ην δηάλπζκα. 

1) Να κεηαβάιιεηε ην δηάλπζκα u. Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

δηαλύζκαηνο κε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο επζείαο;  

2) Πσο κπνξνύκε λα δηθαηνινγήζνπκε ηελ ζρέζε απηή κε απζηεξά καζεκαηηθό 

ηξόπν; 

3) Να εκθαλίζεηε ηελ επζεία  ε2 πνπ είλαη θάζεηε ζην δηάλπζκα u θαη πεξλά από 

ην Γ. Να κεηαβάιεηε ην δηάλπζκα. Πνηα ζρέζε θαίλεηαη λα ζπλδέεη ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο κε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο επζείαο;  

4) Πσο κπνξνύκε λα δηθαηνινγήζνπκε ηελ ζρέζε απηή κε απζηεξά καζεκαηηθό 

ηξόπν; 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί γηα 

ηελ ππνζηήξημε ηεο δηδαζθαιίαο ηεο παξαγξάθνπ ‘Γηάλπζκα παξάιιειν ή θάζεην ζε 

επζεία’ 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία εκθάληζεο αληηθεηκέλσλ από ην 

αληίζηνηρν παξάζπξν.  
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Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο δηαλύζκαηνο 

θαη ηελ γεληθή εμίζσζε κηαο επζείαο Αρ+Βς+γ=0.  

 Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο εκθαλίδνπλ άκεζα έλα ειεύζεξν δηάλπζκα u θαη έλα ειεύζεξν ζεκείν Γ. 

΢ηελ ζπλέρεηα εκθαλίδνπλ ηελ επζεία (ε1) πνπ είλαη παξάιιειε ζην δηάλπζκα θαη ηελ 

(ε2) πνπ είλαη θάζεηε. 

Ο δηδάζθσλ δεηά ζηνπο καζεηέο λα κεηαβάιινπλ ην δηάλπζκα θαη λα εζηηάζνπλ ηελ 

πξνζνρή ηνπο ζηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο θαη ζηνπο ζπληειεζηέο ησλ ΄δπν 

επζεηώλ. Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα παξαηεξήζνπλ θαη λα ζεκεηώζνπλ όηη αλ ην 

δηάλπζκα ζεσξεζεί σο (Α, Β) ηόηε ε ε παξάιιειε επζεία έρεη εμίζσζε Βρ-ΑΦ=θ ελώ 

ε θάζεηε έρεη εμίζσζε Αρ+Βς=ι. 

Σέινο ζε θάζε πεξίπησζε νη καζεηέο θάλνπλ κία γεληθή απόδεημε κε βάζε ηελ 

ηζόηεηα ησλ ζπληειεζηώλ δηεύζπλζεο, ζηελ παξάιιειε επζεία, θαη ην γεγνλόο όηη ην 

γηλόκελν ησλ ζπληειεζηώλ είλαη ίζν κε -1 ζηελ θάζεηε επζεία. 
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3.2.4 ΔΜΒΑΓΟΝ ΣΡΗΓΧΝΟΤ 

Φφλλο εργαςίασ 

Με ηελ βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ κπνξνύκε λα επεμεξγαζηνύκε ηα πεξηζζόηεξα από ηα 

πξνβιήκαηα πνπ πεξηέρεη ην ζρνιηθό βηβιίν. Ζ επεμεξγαζία απηή κπνξεί λα γίλεη κε 

δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπ όπσο ζα δνύκε ζηελ ζπλέρεηα. 

Αο επηρεηξήζνπκε ινηπόλ λα ιύζνπκε ηελ παξαθάησ άζθεζε ηνπ βηβιίνπ:  

«Γίλνληαη ηα ζεκεία Α(3, 4) θαη Β(6, 6) λα βξεζεί ζεκείν Μ ηνπ άμνλα ρ΄ρ ώζηε 

(ΑΜΒ)=7».  

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη: 

Σα ζεκεία Α, Β, Μ, ΢ ην εκβαδόλ Σ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΜΒ, θαζώο θαη ηα κήθε α, β, κ 

ησλ ηκεκάησλ, ζην παξάζπξν ησλ αληηθεηκέλσλ. 

 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να εκθαλίζεηε ηα ζεκεία Α θαη Β θαη ζηελ ζπλέρεηα λα ηα νδεγήζεηε ζηηο 

ζέζεηο κε ζπληεηαγκέλεο (3, 4) θαη (6, 6) αληίζηνηρα. Να εκθαλίζεηε ην 

ειεύζεξν ζεκείν Μ πάλσ ζηνλ άμνλα ρ΄ρ. Να εκθαλίζεηε ην πνιύγσλν Σ, 

δειαδή ην ηξίγσλν ΑΒΜ. 

2) Να κεηαθηλήζεηε ην ζεκείν Μ ώζηε ε ηηκή ηνπ εκβαδνύ ηνπ ΑΒΜ λα γίλεη 7. 

΢ε πόζα ζεκεία ηνπ άμνλα ην εκβαδόλ γίλεηαη 7; 

3) Να απνδείμεηε κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο. 

Μέρξη ηώξα έρνπκε ιύζεη ην πξόβιεκα ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ. Σν ινγηζκηθό καο δίλεη 

ηελ δπλαηόηεηα λα δηεξεπλήζνπκε επηπιένλ πεξηπηώζεηο θαη λα αλαθαιύςνπκε 

επηπιένλ ζρέζεηο πνπ αθνξνύλ ζην εκβαδόλ απηνύ ηνπ ηξηγώλνπ. 

4) Να εκθαλίζεηε ην ζεκείν ΢ θαη λα ην επαλαπξνζδηνξίζεηε ώζηε ε ηεηκεκέλε 

ηνπ λα είλαη ε ηεηκεκέλε ηνπ Μ θαη ε ηεηαγκέλε ηνπ ην εκβαδόλ ηνπ ΑΒΜ, 

δειαδή ην Σ. Να κεηαβάιεηε ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ πσο κεηαβάιιεηαη ε 

ζέζε ηνπ ΢; Πνηα κνξθή ζρέζεο θαίλεηαη λα ζπλδέεη ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Μ κε 

ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ;  
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5) Να δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ ΢. Πνηα ζα πξέπεη λα είλαη ε ζέζε 

ηνπ Α ώζηε ζε ζπκκεηξηθέο ζέζεηο ηνπ Μ σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ ην 

εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ λα είλαη ην ίδην; 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αλαθέξεηαη ζην εκβαδόλ ηξηγώλνπ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ελόο ζεκείνπ κε 

ζπληεηαγκέλεο δύν αξηζκνύο ή δύν παξακέηξνπο. Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ 

δεκηνπξγία ίρλνπο ελόο ζεκείνπ θαη ηελ θαηαζθεπή ελόο ηξηγώλνπ (πνιπγώλνπ)  

Σέινο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην εκβαδόλ ηξηγώλνπ όηαλ είλαη 

γλσζηέο νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθώλ ηνπ. 

 Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο ζα εκθαλίζνπλ ηα ειεύζεξα ζεκεία Α, Β θαη ην ζεκείν Μ πάλσ ζηνλ 

άμνλα ρ΄ρ.  

΢ηελ ζπλέρεηα ζα εκθαλίζνπλ ην ζεκείν ΢ θαη ην ηξίγσλν ΑΒΜ (πνιύγσλν Σ) θαη ζα 

επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ΢ κε ηελ ηεηαγκέλε ηνπ Μ θαη ην 

εκβαδόλ Σ ηνπ ηξηγώλνπ. Απηό είλαη εθηθηό αξθεί λα θάλνπλ δεμί θιηθ πάλσ ζην 

ζεκείν θαη λα πιεθηξνινγήζνπλ ΢=(x(A), Σ). 

 

Όηαλ ην ζεκείν Μ θηλείηαη πάλσ ζηνλ ρ΄ρ ηόηε ην ΢ γξάθεη δύν επζείεο. 

Δδώ ε ιύζε ηνπ αξρηθνύ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα δνζεί άκεζα, ελώ είλαη θαλεξό όηη 

ην πξόβιεκα επηδέρεηαη δύν ιύζεηο. Σώξα όκσο ε άζθεζε γεληθεύεηαη θαη ν καζεηήο 

ζα κπνξνύζε λα ππνινγίζεη αιγεβξηθά ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ή ησλ επζεηώλ πάλσ 

ζηηο νπνίεο θηλείηαη ην ζεκείν ΢ νπόηε κπνξεί λα εληνπίζεη ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ 

πάλσ ζηνλ ρ΄ρ.γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ εκβαδνύ Σ. 

Σέινο νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη αλ ηα ζεκεία Α, Β γίλνπλ ζπλεπζεηαθά κε ηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ ηόηε ε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ ΢ πεξλά 

από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή γηα ζπκκεηξηθέο ζέζεηο ηνπ Μ 

έρνπκε ίζα εκβαδά γηα ην ηξίγσλν. 
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3.2.5 ΠΑΡΑΜΔΣΡΗΚΔ΢ ΔΤΘΔΗΔ΢ 1 

Φφλλο εργαςίασ 

Δίλαη γλσζηό όηη αλ ε εμίζσζε κηαο επζείαο πεξηέρεη παξάκεηξν ζηελ ζέζε ηνπ ελόο ή 

θαη ησλ δύν ζπληειεζηώλ, ή θαη ηνπ ζηαζεξνύ όξνπ, ηόηε ε εμίζσζή ηεο παξηζηάλεη 

κία νκάδα επζεηώλ. Αλ ινηπόλ νξίζνπκε κία παξάκεηξν κέζσ ελόο κεηαβνιέα θαη 

εηζάγνπκε ηελ παξάκεηξν ζηελ εμίζσζε κηαο επζείαο ηόηε αιιάδνληαο ηηο ηηκέο κε 

ηνλ κεηαβνιέα κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά ηεο επζείαο απηήο.  

Αο δεκηνπξγήζνπκε ινηπόλ παξακεηξηθέο επζείεο: 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη: 

Έλαο κεηαβνιέαο ι θαη νη εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ ε1 θαη ε2 θαη έλα ζεκείν Α ζην 

παξάζπξν ησλ αληηθεηκέλσλ. 

 

 

Να εκθαλίζεηε ηηο επζείεο ε1 θαη ε2 . Να επαλαπξνζδηνξίζεηε ηηο επζείεο σο εμήο: 

2ιρ-ς= -1 θαη 
1

2ρ- ς=1
ι+1

αληίζηνηρα. Να εκθαλίζεηε ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ 

Α. 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να κεηαβάιεηε ηηο ηηκέο ηνπ ι. Πσο κεηαβάιεηε ε ζέζε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο 

ησλ επζεηώλ; Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ην ζεκείν ηνκήο βξίζθεηαη πάλσ ζηνλ άμνλα 

ρ΄ρ; 

2) Να δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο. Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθό 

ηόπν ηνπ ζεκείνπ απηνύ.  

3) Να απνδείμεηε κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν ην ζπκπέξαζκά ζαο από ηελ 

πξνεγνύκελε εξώηεζε. 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία ή δύν δηδαθηηθέο ώξεο θαη κπνξεί λα 

πινπνηεζεί σο εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ επζεηώλ. 

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ επαλαπξνζδηνξηζκό ηεο εμίζσζεο κηαο 

επζείαο.  

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηελ δηαδηθαζία ιύζεο ελόο παξακεηξηθνύ ζπζηήκαηνο 

2 επί 2 θαζώο θαη ηελ δηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ελόο παξακεηξηθνύ 

ζεκείνπ κέζσ ηεο απαινηθήο ηεο παξακέηξνπ. 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά εηζάγνπλ ηελ παξάκεηξν ι ζηηο δύν εμηζώζεηο θαη κε ηελ βνήζεηα 

ηνπ κεηαβνιέα ι αιιάδνπλ ηηο ζέζεηο ησλ επζεηώλ. ΢ην ζεκείν απηό θαιό ζα είλαη λα 

δεηήζεη ν δηδάζθσλ από ηνπο καζεηέο λα δηεξεπλήζνπλ ηηο δηάθνξεο ζέζεηο ησλ δύν 

επζεηώλ θαζώο αιιάδνπλ νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι. 

΢ηελ ζπλέρεηα εκθαλίδνπλ ην ζεκείν ηνκήο ησλ δύν επζεηώλ. Πξηλ εκθαλίζνπλ ην 

ίρλνο ηνπ νη καζεηέο ζα δηαπξαγκαηεπηνύλ γηα ηελ γξακκή πάλσ ζηελ νπνία θαίλεηαη 

λα θηλείηαη ην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Απηή ηελ εηθαζία ζα εληζρύζνπλ ή ζα 

απνξξίςνπλ κέζσ ηεο πνξείαο πνπ δηαγξάθεη ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ. 

 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνύλ κε ηελ αιγεβξηθή επεμεξγαζία ηνπ πξνβιήκαηνο 

ιύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ δύν επζεηώλ θαη επηβάιινληαο θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνύο.  

Επέκταςη 

Ζ δξαζηεξηόηεηα ζα κπνξνύζε λα επεθηαζεί ζε παξακεηξηθέο επζείεο κε δύν 

αλεμάξηεηεο παξακέηξνπο (δύν κεηαβνιείο). ΢ηα βνεζεηηθά αληηθείκελα έρεη 

ελζσκαησζεί έλαο κεηαβνιέαο θ ηνλ νπνίν ν δηδάζθσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη 

θαηά ηελ επέθηαζε.  

Δδώ ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε κειέηε ηνπ ηξόπνπ πνπ αιιάδεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 

ηνπ ζεκείνπ ηνκήο όηαλ αιιάδεη κόλν ε κία παξάκεηξνο. 
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3.2.6 ΠΑΡΑΜΔΣΡΗΚΔ΢ ΔΤΘΔΗΔ΢ 2 

Φφλλο εργαςίασ 

΢ηελ δξαζηεξηόηεηα απηή ζα δηεξεπλήζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά θαη ηηο ηδηόηεηεο κηαο 

παξακεηξηθήο επζείαο κε ζπληειεζηέο εκίηνλα θαη ζπλεκίηνλα. 

Δδώ ε παξάκεηξνο δελ επεξεάδεη άκεζα ηελ επζεία αιιά κέζσ ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ηεο αξηζκώλ. 

΢ηελ νζόλε εκθαλίδνληαη: 

Έλαο κεηαβνιέαο γσληώλ σ θαη ε εμίζσζε ηεο επζείαο ε θαη ε ηηκή ηεο γσλίαο σ ζην 

παξάζπξν ησλ αληηθεηκέλσλ. 

 

Να επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ επζεία ε εηζάγνληαο ζηνπο ζπληειεζηέο ηεο ην εκίηνλν 

θαη ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο σ.  (εκσ).ρ+(ζπλσ).ς=1. 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να κεηαβάιεηε ηηο ηηκέο ηεο γσλίαο σ. Πσο κεηαβάιιεηαη ε επζεία; 

2) Να δεκηνπξγήζεηε ην ίρλνο ηεο επζείαο. Να κεηαβάιιεηε ηελ ηηκή ηεο σ. Ση 

παξαηεξείηε; Πνηα είλαη ε ζέζε ηεο επζείαο σο πξνο ηνλ θύθιν πνπ θαίλεηαη 

λα δεκηνπξγείηαη; 

3) Να επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ επζεία ζε (εκσ).ρ+(ζπλσ).ς=2. Ση αιιάδεη ηώξα 

ζηελ πεξηνρή γύξσ από ηελ νπνία πεξηζηξέθεηαη ε επζεία 

4) Να πεηξακαηηζηείηε κε ζπληειεζηέο 2εκσ θαη ζπλσ γηα ηελ παξακεηξηθή 

επζεία. Ση ζρήκα δεκηνπξγείηαη; 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία ή δύν δηδαθηηθέο ώξεο θαη κπνξεί λα 

πινπνηεζεί σο εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ησλ επζεηώλ. Απνηειεί θαηά 

θάπνηνλ ηξόπν ζπλέρεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο ησλ παξακεηξηθώλ επζεηώλ 1. 
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Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ επαλαπξνζδηνξηζκό κηαο εμίζσζεο πνπ 

βξίζθεηαη ζην παξάζπξν ησλ αληηθεηκέλσλ.  

Αθόκε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ηελ απόζηαζε ζεκείνπ από επζεία. 

Η υλοποίηςη 

Οη καζεηέο αξρηθά επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ επζεία θαη ηελ εκθαλίδνπλ. Ο 

επαλαπξνζδηνξηζκόο γίλεηαη κε δεμί θιηθ πάλσ ζηελ εμίζσζε, αιιά ζα πξέπεη λα 

ηνληζηεί ζηνπο καζεηέο όηη ην ινγηζκηθό αλαγλσξίδεη ην εκίηνλν θαη ην ζπλεκίηνλν 

ηεο γσλίαο σ σο sin(σ) θαη cos(σ) αληίζηνηρα.  

΢ηελ ζπλέρεηα θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα θαη παξαηεξνύλ ηελ πεξηζηξνθή ηεο επζείαο 

γύξσ από θάπνηνλ θύθιν. Σελ δηαπίζησζε απηή κπνξεί λα ηελ θάλνπλ παξαηεξώληαο 

όηη ε επζεία πεξλά από ηα ζεκεία 1 θαη -1 ζηνλ ρ΄ρ αιιά θαη ζηνλ ς΄ς. 

Όηαλ δεκηνπξγήζνπλ ην ίρλνο ηεο επζείαο θαιό ζα είλαη ην βήκα ηνπ κεηαβνιέα λα 

είλαη αξθεηά κεγάιν π.ρ 5
0
 ώζηε λα είλαη εκθαλείο νη δηάθνξεο ζέζεηο ηεο επζείαο. Οη 

ζέζεηο απηέο ζα γίλνπλ αληηθείκελν δηαπξαγκάηεπζεο κε ζηόρν λα αλαγλσξίζνπλ νη 

καζεηέο όηη ε επζεία εθάπηεηαη ζπλερώο ζε θύθιν θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο 1.  

΢ην ζεκείν απηό ν δηδάζθσλ ζα επηζεκάλεη ζηνπο καζεηέο όηη κία απόδεημε είλαη 

απαξαίηεηε. Έηζη νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ηνλ ηύπν ηεο απόζηαζεο ζεκείνπ από 

επζεία θαη βξίζθνπλ όηη ην Ο(0, 0) απέρεη ζηαζεξή απόζηαζε 1 από ηελ επζεία. 

 

Ζ αιιαγή ηνπ ζηαζεξνύ όξνπ ζηελ επζεία ζα νδεγήζεη ζε αληίζηνηρε αιιαγή ηεο 

αθηίλαο ηνπ θύθινπ. Θα ήηαλ ρξήζηκν λα δεηήζεη ν δηδάζθσλ λα γεληθεύζνπλ νη 

καζεηέο γηα νπνηαδήπνηε αθηίλα ξ. 

΢ηελ ηειεπηαία εξώηεζε ην ζρήκα πνπ πξνθύπηεη είλαη κία έιιεηςε. Πξνθαλώο νη 

καζεηέο δελ κπνξνύλ λα εληνπίζνπλ ηελ εμίζσζή ηεο θαη επνκέλσο ε απάληεζε ζα 

παξακείλεη ζην επίπεδν ηεο απιήο παξαηήξεζεο. 

Επζκταςη 

Ο δηδάζθσλ ζα κπνξνύζε λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ άιινπο 

ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο (π.ρ εθαπηνκέλε) γηα ζπληειεζηέο ηεο επζείαο. Να 

πνιιαπιαζηάζνπλ ηελ γσλία σ κε 2 ή 3, θαη ηέινο λα ζέζνπλ ζηνλ ζηαζεξό όξν 

θάπνηνλ ηξηγσλνκεηξηθό αξηζκό. 
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3.3 ΚΩΝΙΚΔ΢ ΣΟΜΔ΢ 

3.3.1 ΢ύνηομη περιγραθή ηου ζεναρίου 

Οη δξαζηεξηόηεηεο ηνπ ζελαξίνπ έξρνληαη λα ζπκπιεξώζνπλ ηελ ‘πξώηε γλσξηκία’ 

κε ην ινγηζκηθό θαη ηηο δπλαηόηεηεο πνπ παξέρεη ζηελ δηεξεύλεζε ζεκάησλ πνπ 

αθνξνύλ ζηελ αλαιπηηθή γεσκεηξία. 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από 3 δηεξεπλεηηθέο δξαζηεξηόηεηεο ζηηο νπνίεο νη καζεηέο 

ζα θαηαζθεπάζνπλ εμ αξρήο αξρεία ηξηώλ θσληθώλ: παξαβνιήο, ππεξβνιήο θαη 

έιιεηςεο. 

΢ε θάζε θύιιν εξγαζίαο ζα ππάξρεη ε δηαδηθαζία θαηαζθεπήο, ζην πξώην κέξνο, θαη 

νη εξσηήζεηο δηεξεύλεζεο, ζην δεύηεξν κέξνο. 

Σν βαζηθό ζέκα ζε δύν από απηέο είλαη ε δηεξεύλεζε ησλ αλαθιαζηηθώλ ηδηνηήησλ 

ηεο παξαβνιήο θαη ηεο έιιεηςεο. Σν πξόβιεκα ηεο αλάθιαζεο ζε κηα θσληθή ηνκή 

απνηειεί κία από ηηο βαζηθέο αηηίεο αλάπηπμεο ηεο κειέηεο ησλ θσληθώλ θαη ηεο 

ρξήζεο ηνπο ζε πξαθηηθά δεηήκαηα.  

΢ηελ πξώηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα κειεηήζνπλ κία δπλακηθή αλαπαξάζηαζε 

ηεο αλαθιαζηηθήο ηδηόηεηαο ηεο παξαβνιήο.  ΢πγθεθξηκέλα ζα θέξνπλ ηελ θάζεηε 

ζηελ εθαπηνκέλε ζε έλα ζεκείν θαη ζηελ ζπλέρεηα ζα δεκηνπξγήζνπλ θαη ζα 

κειεηήζνπλ κία πξνζνκνίσζε αλάθιαζεο αθηίλαο παξάιιειεο πξνο ηνλ άμνλα ηεο 

παξαβνιήο. 

΢ηελ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα ε αλαθιαζηηθή ηδηόηεηα ζα κειεηεζεί ζε κία έιιεηςε. 

Θα δεηεζεί λα θέξνπλ νη καζεηέο εθαπηνκέλε ζε ειεύζεξν ζεκείν Α, θάζεηε ζηελ 

εθαπηνκέλε θαη λα πξνζδηνξηζηνύλ νη εζηίεο. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπλ ην εύξνο 

ζην νπνίν θηλείηαη ε ηνκή ηεο θάζεηεο κε ηνλ ρ΄ρ. Σν εύξνο απηό ζρεηίδεηαη, ζηελ 

έιιεηςε, κε ην ε
2
. Ζ κειέηε ηεο ζρέζεο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ ειεύζεξνπ ζεκείνπ Α κε 

ηελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο δίλεη επζεία κε θιίζε ε
2
.  

Σέινο ζηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ έλα ηξίγσλν ηνπ νπνίνπ 

ην εκβαδόλ είλαη ζηαζεξό θαη ην νπνίν ηξίγσλν δεκηνπξγείηαη από κία εθαπηνκέλε 

θαη ηηο αζύκπησηεο ππεξβνιήο. 

3.3.2 ΢ηόχοι 

Οη καζεηέο κέζα από ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ζηηο θσληθέο ηνκέο:  

 Θα δεκηνπξγήζνπλ κία πξνζνκνίσζε αλαθιάζεσλ πάλσ ζε παξαβνιή θαη 

έιιεηςε. 

 Θα δηεξεπλήζνπλ ηδηόηεηεο θσληθώλ ηνκώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ αλάθιαζε. 

 Θα αλαθαιύςνπλ ζηαζεξά κεγέζε κέζα ζε κία κεηαβαιιόκελε θαηαζθεπή.  

 Θα εκπιαθνύλ ζε δηαδηθαζίεο απόδεημεο κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν. 
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3.3.3 ΑΝΑΚΛΑ΢Ζ ΢Δ ΠΑΡΑΒΟΛΖ 

Φφλλο εργαςίασ 

Γηα ηελ πινπνίεζε ηεο δξαζηεξηόηεηαο απηήο είλαη αλάγθε λα εκθαλίζεηε ζηαδηαθά 

κία θαηαζθεπή κε ηελ νπνία ζηελ ζπλέρεηα ζα δηεξεπλήζεηε νξηζκέλα εξσηήκαηα 

πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ παξαβνιή. 

 

Ο ζηόρνο είλαη λα θαηαζθεπαζηεί ζηαδηαθά ην παξαπάλσ ζρήκα. 

Η καταςκευή 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη: 

Έλαο κεηαβνιέαο p, κία παξαβνιή θαη έλα ζεκείν Μ πάλσ ζηελ παξαβνιή. 

Σα αληηθείκελα πνπ ζα εκθαληζηνύλ βξίζθνληαη ζηνλ θάθειν ησλ βνεζεηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. Να αθνινπζήζεηε ηελ ζεηξά πνπ πξνηείλεηαη παξαθάησ. 

α) Να εκθαλίζεηε ηελ εθαπηνκέλε (δ) ζην Μ θαη ηελ θάζεηε (ε) ζηελ εθαπηνκέλε 

ζην Μ. Να εκθαλίζεηε ην ζεκείν ηνκήο Β ηεο θάζεηεο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ.  

β) Να εκθαλίζεηε ηελ εζηία Δ ηεο παξαβνιήο θαη ηελ επζεία (δ) δειαδή ηελ ΜΔ. 

Σέινο λα εκθαλίζεηε ηελ επζεία (ε) παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα ρ΄ρ πνπ  πεξλά από 

ην ζεκείν Μ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να εκθαλίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β. Πνηα είλαη ε ειάρηζηε ηηκή πνπ 

παίξλεη ε ηεηκεκέλε ηνπ Β; Πνηα ζρέζε έρεη κε ηελ παξάκεηξν p; 

2)  Να εκθαλίζεηε ηηο γσλίεο σ1 θαη σ2  θαη ηηο ηηκέο ηνπο, λα ζύξεηε ην ζεκείν 

Μ πάλσ ζηελ παξαβνιή. Ση παξαηεξείηε;  

3) Να αιιάμεηε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ p ώζηε λα γίλνπλ αξλεηηθέο. Να 

κειεηήζεηε αλ ηζρύνπλ θαη πάιη απηά πνπ παξαηεξήζαηε πξνεγνπκέλσο. 

4) Να απνδείμεηε κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν ηα ζπκπεξάζκαηα από ηηο  

πξνεγνύκελεο εξσηήζεηο. 
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αλαθέξεηαη ζηε παξαβνιή.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα έρνπλ πινπνηήζεη ηηο δξαζηεξηόηεηεο πξνεηνηκαζίαο ώζηε 

λα γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγηθόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηελ εκθάληζε ησλ κεηξήζεσλ ελόο γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ. 

Σέινο νη καζεηέο ζα πξέπεη λα θαηέρνπλ ηηο γλώζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ 

παξαβνιή, όπσο ηελ ζεκαζία ηεο παξακέηξνπ p θαη ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε 

ζεκείν ηεο παξαβνιήο. 

Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ ζα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα εληνπίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο παξαβνιήο 

θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζε απηήλ. ΢ηελ ζπλέρεηα ηνπο πξνηείλεη λα κεηαβάιινπλ ηηο 

ηηκέο ηνπ p από ηνλ κεηαβνιέα θαη λα κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν αιιάδεη ην 

ζρήκα ηεο παξαβνιήο. 

Αθνινύζσο νη καζεηέο εκθαλίδνπλ ζηαδηαθά ηα δηάθνξα γεσκεηξηθά αληηθείκελα κε 

ηελ ζεηξά πνπ πξνηείλεηαη ζην θύιιν εξγαζίαο. Δδώ ν δηδάζθσλ έρεη ηελ επθαηξία λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα κεηαβάιινπλ ην p ή λα ζύξνπλ ην ζεκείν Μ πάλσ ζηελ 

παξαβνιή θαη λα κειεηήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά θάζε αληηθεηκέλνπ μερσξηζηά. Απηό 

πνπ ζα πξέπεη λα επηζεκαλζεί είλαη όηη θάζε θνξά πνπ ν κεηαβνιέαο πεξλά από 

ζεηηθέο ζε αξλεηηθέο ηηκέο, ή αληίζηξνθα, ην ζεκείν Μ ηαπηίδεηαη κε ην Ο θαη ζα 

πξέπεη ζηελ ζπλέρεηα λα ζπξζεί ζε θάπνην άιιν ζεκείν. 

Όηαλ νινθιεξσζεί ε θαηαζθεπή ηεο πξνζνκνίσζεο ηεο αλάθιαζεο αξρίδεη ε 

δηεξεύλεζε ησλ εξσηεκάησλ. 

΢ηελ πξώηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη ε ηεηκεκέλε ηνπ Β, ελώ δελ 

έρεη κέγηζηε ηηκή, έρεη ειάρηζηε. Θα ζύξνπλ δειαδή ην ζεκείν Μ πάλσ ζηελ 

παξαβνιή θαη θαζώο ζα έρνπλ ήδε εκθαλίζεη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β, ζα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε ηεηκεκέλε παίξλεη ειάρηζηε ηηκή ηελ ηηκή ηνπ p. Γηα λα ην 

επηβεβαηώζνπλ ζα αιιάμνπλ ηηο ηηκή ηνπ p από ηνλ κεηαβνιέα θαη ζα επαλαιάβνπλ 

ηελ δηεξεύλεζε. 

Ο ζηόρνο ηεο δεύηεξεο θαη ηξίηεο εξώηεζεο είλαη λα εληνπίζνπλ νη καζεηέο ηελ 

ηζόηεηα ησλ δύν γσληώλ ε νπνία εθθξάδεη ηελ αλαθιαζηηθή ηδηόηεηα ηεο παξαβνιήο 

κέζα ζηα πιαίζηα ηνπ ζρνιηθνύ εγρεηξηδίνπ. Ζ ηζόηεηα απηή θαίλεηαη λα ηζρύεη 

αθόκε θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε εζηία έρεη αξλεηηθή ηεηκεκέλε. 

Σέινο νη καζεηέο ζα απνδείμνπλ ηηο δύν πξνηάζεηο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ κειέηε 

ησλ κεηξήζεσλ κε ην ινγηζκηθό. 

Ζ πξώηε πξόηαζε ζα έρεη ηελ εμήο δηαηύπσζε: « Ζ επζεία (δ) είλαη θάζεηε ζηελ 

εθαπηνκέλε ηεο παξαβνιήο y
2
=2px θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα ρ΄ρ ζην ζεκείν Β. Αλ βρ ε 

ηεηκεκέλε ηνπ Β λα δείμεηε όηη   βρ p ». 
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3.3.4 ΑΝΑΚΛΑ΢Ζ ΢Δ ΔΛΛΔΗΦΖ 

Φφλλο εργαςίασ 

Γηα ηελ πινπνίεζε ηεο δξαζηεξηόηεηαο απηήο είλαη αλάγθε λα εκθαλίζεηε κία 

θαηαζθεπή κε ηελ νπνία ζηελ ζπλέρεηα ζα δηεξεπλήζεηε νξηζκέλα εξσηήκαηα πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηελ έιιεηςε. 

 

 

Ο ζηόρνο είλαη λα θαηαζθεπαζηεί ζηαδηαθά ην παξαπάλσ ζρήκα. 

Η καταςκευή 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη: 

Γύν κεηαβνιείο α, β κία έιιεηςε κε ηηο εζηίεο ηεο Δ θαη Δ΄θαη έλα ζεκείν Α πάλσ 

ζηελ έιιεηςε. Αθόκε εκθαλίδνληαη ηα ηκήκαηα πνπ ελώλνπλ ηηο εζηίεο κε ην ζεκείν 

Α. 

Σα αληηθείκελα πνπ ζα εκθαληζηνύλ βξίζθνληαη ζηνλ θάθειν ησλ βνεζεηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. Να αθνινπζήζεηε ηελ ζεηξά πνπ πξνηείλεηαη παξαθάησ. 

α) Να εκθαλίζεηε ηελ εθαπηνκέλε (δ1 ) ζην Α θαη ηελ θάζεηε (δ2 ) ζηελ εθαπηνκέλε 

ζην Μ.  

β) Να εκθαλίζεηε ην ζεκείν ηνκήο Β ηεο θάζεηεο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ.  

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να εκθαλίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β. Πνηα είλαη ε ειάρηζηε ηηκή πνπ 

παίξλεη ε ηεηκεκέλε ηνπ Β θαη πνηα ε κέγηζηε; Πνηα ζρέζε έρεη κε ηελ 

παξάκεηξν α θαη ηελ εθθεληξόηεηα; 

2) Να εκθαλίζεηε ηηο γσλίεο σ1 θαη σ2  θαη ηηο ηηκέο ηνπο, λα ζύξεηε ην ζεκείν Μ 

πάλσ ζηελ έιιεηςε. Ση παξαηεξείηε;  
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3) Να αιιάμεηε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ α, β. Να κειεηήζεηε αλ ηζρύνπλ θαη 

πάιη απηά πνπ παξαηεξήζαηε πξνεγνπκέλσο. 

4) Να απνδείμεηε κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν ηα ζπκπεξάζκαηα από ηηο  

πξνεγνύκελεο εξσηήζεηο. 

Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζηελ παξάγξαθν πνπ αλαθέξεηαη ζηελ έιιεηςε.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα έρνπλ πινπνηήζεη ηηο δξαζηεξηόηεηεο πξνεηνηκαζίαο ώζηε 

λα γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγηθόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηελ εκθάληζε ησλ κεηξήζεσλ ελόο γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ. 

Δπηπιένλ νη καζεηέο ζα πξέπεη λα θαηέρνπλ ηηο γλώζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ 

έιιεηςε, όπσο ηελ έλλνηα ηεο εθθεληξόηεηαο, ηελ ζεκαζία ησλ παξακέηξσλ α, β θαη 

ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο παξαβνιήο. 

Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ ζα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα εληνπίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο έιιεηςεο 

θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζε απηήλ. ΢ηελ ζπλέρεηα ηνπο πξνηείλεη λα κεηαβάιινπλ ηηο 

ηηκέο ησλ α, β από ηνπο κεηαβνιείο θαη λα κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

αιιάδεη ην ζρήκα ηεο έιιεηςεο. 

Αθνινύζσο νη καζεηέο εκθαλίδνπλ ζηαδηαθά ηα δηάθνξα γεσκεηξηθά αληηθείκελα κε 

ηελ ζεηξά πνπ πξνηείλεηαη ζην θύιιν εξγαζίαο. Δδώ ν δηδάζθσλ έρεη ηελ επθαηξία λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα κεηαβάιινπλ ηα α, β ή λα ζύξνπλ ην ζεκείν Α πάλσ 

ζηελ έιιεηςε θαη λα κειεηήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά θάζε αληηθεηκέλνπ μερσξηζηά. 

Όηαλ νινθιεξσζεί ε θαηαζθεπή ηεο πξνζνκνίσζεο ηεο αλάθιαζεο αξρίδεη ε 

δηεξεύλεζε ησλ εξσηεκάησλ. 

΢ηελ πξώηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη ην ζεκείν Β θηλείηαη κεηαμύ 

δύν θαζνξηζκέλσλ ζέζεσλ πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ησλ εζηηώλ θαη κάιηζηα ζε 

ζπκκεηξηθέο ζέζεηο σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ 

Θα ζύξνπλ δειαδή ην ζεκείν Α πάλσ ζηελ έιιεηςε θαη θαζώο ζα έρνπλ ήδε 

εκθαλίζεη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β, ζα παξαηεξήζνπλ όηη ε ηεηκεκέλε παίξλεη κηα 

ειάρηζηε ηηκή θαη κία κέγηζηε. Γηα λα ην επηβεβαηώζνπλ ζα αιιάμνπλ ηηο ηηκή ησλ α, 

β από ηνπο κεηαβνιείο θαη ζα επαλαιάβνπλ ηελ δηεξεύλεζε. 

Αθόκε ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπλ ηελ παξάκεηξν γ θαη ηελ εθθεληξόηεηα ε. Οη ηηκέο 

α=5 θαη β=3 είλαη θαηάιιειεο ώζηε λα πξνθύςεη γ=4 θαη επνκέλσο ε εθθεληξόηεηα 

ζα είλαη γ/α=0,8. ΢ην ζεκείν απηό ν δηδάζθσλ ζα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

ππνινγίζνπλ ην ε
2
 θαη ην γηλόκελν α.ε

2
. Ζ παξαηήξεζε ζα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο λα 

αλαγλσξίζνπλ ζηελ πνζόηεηα απηή ηελ κέγηζηε ηηκή ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ Β. 

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα θαηαζθεπάζνπλ ηηο δύν γσλίεο θαη ζα 

εκθαλίζνπλ ηηο κεηξήζεηο ηνπο. Θα δηαπηζηώζνπλ όηη γηα θάζε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α 

πάλσ ζηελ έιιεηςε νη δύν γσλίεο είλαη ίζεο. 

΢ηελ ηξίηε εξώηεζε ζα κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ησλ α, β θαη ζα εξεπλήζνπλ αλ ηζρύνπλ 

ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία έθηαζαλ πξνεγνπκέλσο.  
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΢ηελ ηέηαξηε εξώηεζε καζεηέο ζα απνδείμνπλ ηηο δύν πξνηάζεηο πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηελ κειέηε ησλ κεηξήζεσλ κε ην ινγηζκηθό. 

Ζ πξώηε πξόηαζε ζα έρεη ηελ εμήο δηαηύπσζε: « Ζ επζεία (δ) είλαη θάζεηε ζηελ 

εθαπηνκέλε ηεο έιιεηςεο x
2
/α

2
 + y

2
/β

2
=1 θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα ρ΄ρ ζην ζεκείν Β 

Αλ βρ  ε ηεηκεκέλε ηνπ Β λα δείμεηε όηη   2 2

β. ρ .      ». 

Γηα ηελ δεύηεξε πξόηαζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε δηαηύπσζε ηνπ ζρνιηθνύ 

βηβιίνπ.  
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3.3.5 Ζ ΤΠΔΡΒΟΛΖ 

Φφλλο εργαςίασ 

Γηα ηελ πινπνίεζε ηεο δξαζηεξηόηεηαο απηήο είλαη αλάγθε λα εκθαλίζεηε κηα 

θαηαζθεπή κε ηελ νπνία ζηελ ζπλέρεηα ζα δηεξεπλήζεηε νξηζκέλα εξσηήκαηα πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηελ ππεξβνιή. 

 

Ο ζηόρνο είλαη λα θαηαζθεπαζηεί ζηαδηαθά ην παξαπάλσ ζρήκα. 

Η καταςκευή 

΢ηελ νζόλε πξνβάιινληαη: 

Γύν κεηαβνιείο α, β κία ππεξβνιή κε ηηο εζηίεο ηεο Δ θαη Δ΄θαη έλα ζεκείν Α πάλσ 

ζηνλ έλα θιάδν ηεο ππεξβνιήο.  

Σα αληηθείκελα πνπ ζα εκθαληζηνύλ βξίζθνληαη ζηνλ θάθειν ησλ βνεζεηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. Να αθνινπζήζεηε ηελ ζεηξά πνπ πξνηείλεηαη παξαθάησ. 

α) Να εκθαλίζεηε ηελ εθαπηνκέλε (δ) ζην Α θαη ηηο αζύκπησηεο ηεο ππεξβνιήο (δ1 ) 

θαη (δ2 ). 

β) Να εκθαλίζεηε ηα ζεκεία ηνκήο Β θαη Γ ηεο εθαπηνκέλεο κε ηηο αζύκπησηεο.  

γ) Να εκθαλίζεηε ην ηξίγσλν P. 

ΕΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢Η 

1) Να κεηαβάιιεηε ηελ ζέζε ηνπ Α πάλσ ζηελ ππεξβνιή. Πνηα κεγέζε 

παξακέλνπλ ζηαζεξά θαη πνηα κεηαβάιινληαη; 

2) Πσο ζπλδέεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ κε ηηο παξακέηξνπο; Να 

αιιάμεηε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαη λα επηβεβαηώζεηε ην ζπκπέξαζκά ζαο. 

3) Να απνδείμεηε ην ζπκπέξαζκά ζαο κε απζηεξά καζεκαηηθό ηξόπν.  
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Οδηγίεσ για την υλοποίηςη τησ δραςτηριότητασ 

Προετοιμαςία 

Ζ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη κία δηδαθηηθή ώξα θαη κπνξεί λα πινπνηεζεί σο 

εθαξκνγή ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ηεο ππεξβνιήο.  

Οη καζεηέο ζα πξέπεη λα έρνπλ πινπνηήζεη ηηο δξαζηεξηόηεηεο πξνεηνηκαζίαο ώζηε 

λα γλσξίδνπλ ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγηθόηεηεο ηνπ ινγηζκηθνύ. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηελ εκθάληζε ησλ κεηξήζεσλ ελόο γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ. 

Αθόκε νη καζεηέο ζα πξέπεη λα θαηέρνπλ ηηο γλώζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ 

ππεξβνιή, όπσο ηελ έλλνηα ηεο αζύκπησηεο, ηελ ζεκαζία ησλ παξακέηξσλ α, β θαη 

ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο ππεξβνιήο. Σέινο ζα πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην εκβαδόλ ελόο ηξηγώλνπ από ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 

θνξπθώλ ηνπ. 

Η υλοποίηςη 

Ο δηδάζθσλ έρεη ηελ δπλαηόηεηα λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα θαηαζθεπάζνπλ ηα 

δηάθνξα γεσκεηξηθά αληηθείκελα θαη ηνπο κεηαβνιείο θαζώο νη καζεηέο κπνξνύλ λα 

πιεθηξνινγήζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο αιιά θαη θαηαζθεπάζνπλ ηεο 

εθαπηνκέλε ζε έλα ζεκείν ηεο κε ηα αληίζηνηρα εξγαιεία πνπ δηαζέηεη ην ινγηζκηθό. 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ζα πξέπεη λα απνθξύςεη ην παξάζπξν ηεο Άιγεβξαο, λα 

δηαγξάςεη ή θαιύηεξα λα απνθξύςεη ηελ ππεξβνιή θαη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο 

ηηο παξαθάησ ελέξγεηεο. 

Η καταςκευή 

1) Να δεκηνπξγήζεηε δύν κεηαβνιείο α, β κε ζεηηθέο ηηκέο. ΢ηελ ζπλέρεηα λα 

θαηαζθεπάζεηε ηελ ππεξβνιή x
2
/α

2 
- y

2
/β

2
=1 θαη ηηο δύν αζύκπησηέο ηεο (δ1) 

θαη (δ2). 

2) Να θαηαζθεπάζεηε έλα ζεκείν Α πάλσ ζηελ ππεξβνιή θαη ζηελ ζπλέρεηα λα 

θέξεηε ηελ εθαπηνκέλε ζην Α. Να δεκηνπξγήζεηε ηα ζεκεία ηνκήο Β θαη Γ 

ηεο εθαπηνκέλεο κε ηηο δύν αζύκπησηεο.  

3) Να θαηαζθεπάζεηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ θαη λα εκθαλίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ. 

Ο δηδάζθσλ ζα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα εληνπίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο 

θάλνληαο δεμί θιηθ πάλσ ζε απηήλ. ΢ηελ ζπλέρεηα ηνπο πξνηείλεη λα κεηαβάιινπλ ηηο 

ηηκέο ησλ α, β από ηνπο κεηαβνιείο θαη λα κειεηήζνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

αιιάδεη ην ζρήκα ηεο. 

Αθνινύζσο νη καζεηέο εκθαλίδνπλ ζηαδηαθά ηα δηάθνξα γεσκεηξηθά αληηθείκελα κε 

ηελ ζεηξά πνπ πξνηείλεηαη ζην θύιιν εξγαζίαο. Δδώ ν δηδάζθσλ έρεη ηελ επθαηξία λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα κεηαβάιινπλ ηα α, β ή λα ζύξνπλ ην ζεκείν Α πάλσ 

ζηελ ππεξβνιή θαη λα κειεηήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά θάζε αληηθεηκέλνπ μερσξηζηά.  

΢ηελ πξώηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα εληνπίζνπλ ηα κεηαβιεηά κεγέζε, όπσο ην 

ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ηα ζεκεία ηνκήο, θαη ην ζηαζεξό πνπ είλαη ην εκβαδόλ. 

΢ηελ δεύηεξε εξώηεζε νη καζεηέο ζα παξαηεξήζνπλ όηη ην εκβαδόλ είλαη ίζν κε ην 

γηλόκελν ησλ παξακέηξσλ α, β. ΢ηελ ζπλέρεηα ζα κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ησλ α, β από 

ηνπο κεηαβνιείο θαη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη θαη πάιη ηζρύεη ε αξρηθήο ηνπο δηαπίζησζε. 
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΢ηελ ηξίηε εξώηεζε νη καζεηέο ζα ζεσξήζνπλ ζύζηεκα ηελ εμίζσζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α(ρ1, ς1) κε ηελ εμίζσζε ηεο κίαο αζύκπησηεο ηεο 

ππεξβνιήο θαη ζα εληνπίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β. Με όκνην ηξόπν ζα 

εληνπίζνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Γ. Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζα νδεγήζνπλ ζηελ 

εύξεζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ Β, Γ. 

Σέινο ζα εθαξκόζνπλ ηνλ ηύπν πνπ δίλεη ην εκβαδόλ ελόο ηξηγώλνπ όηαλ είλαη 

γλσζηέο νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθώλ ηνπ. 

 



 

 

 

Τεχνική Υποστήπιξη 

 

 

Γηθηπαθόο Σόπνο : www.intracom-schools.gr θαη 

 

Ζιεθηξνληθό ηαρπδξνκείν : support_it@intracom-it.gr 

 

Σειέθσλν : 210-6679105 

 

Fax : 210-6679106 
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ΤΠΕΠΘ / ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΟ ΙΝ΢ΣΙΣΟΤΣΟ 
ΕΠΙΦΕΙΡΗ΢ΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ «ΚΟΙΝΩΝΙΑ ΣΗ΢ ΠΛΗΡΟΥΟΡΙΑ΢» 

 

 
 

Γ’ ΚΟΙΝΟΣΙΚΟ ΠΛΑΙ΢ΙΟ ΢ΣΗΡΙΞΗ΢ 
ΕΡΓO ΢ΤΓΦΡΗΜΑΣΟΔΟΣΟΤΜΕΝO ΚΑΣΑ 80% ΑΠΟ ΣΟ ΕΚΣ  

ΚΑΙ ΚΑΣΑ 20% ΑΠΟ ΕΘΝΙΚΟΤ΢ ΠΟΡΟΤ΢ 

«Ολξκληοωμέμη Ανιξπξίηση τωμ Σ.Π.Ε. στημ Εκπαιδευτική Διαδικασία» 

http://www.intracom-schools.gr/
mailto:support_it@intracom-it.gr

