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Πξόινγνο 

Πνιινί πηζηεύνπλ όηη ε πξνζπάζεηα έληαμεο εθπαηδεπηηθνύ ινγηζκηθνύ ζηε κάζεζε 

θαη ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ηεο Γ’ Λπθείνπ είλαη αλέθηθηε, θαζώο νη 

καζεηέο πξνεηνηκάδνληαη γηα ηηο παλειιήληεο εηζαγσγηθέο εμεηάζεηο ζηηο επόκελεο 

βαζκίδεο εθπαίδεπζεο. Όζνη πηζηεύνπλ απηά επηθαινύληαη, σο ζνβαξό επηρείξεκα, 

ηελ έιιεηςε ρξόλνπ θαζώο ην πξόγξακκα ησλ καζεκαηηθώλ είλαη αξθεηά κεγάιν, ζε 

ζρέζε κε ηνλ δηαηηζέκελν ρξόλν θαη έηζη δελ αθήλεη θάπνην πεξηζώξην γηα 

δηδαζθαιία κε ηε βνήζεηα ηνπ ππνινγηζηή. Πξνθαλώο πηζηεύνπλ όηη ε έληαμε ηνπ 

ινγηζκηθνύ ζηε δηδαθηηθή αηδέληα ησλ εθπαηδεπηηθώλ απαηηεί ην μόδεκα πνιύηηκνπ 

ρξόλνπ, θαζώο απαηηείηαη (1) ρξόλνο  γηα ηε κάζεζε ησλ ρεηξηζκώλ θαη ησλ 

ηδηαίηεξσλ ιεηηνπξγηώλ ηνπ ινγηζκηθνύ, (2) ρξόλνο  γηα ηε δεκηνπξγία – θαηαζθεπή 

ηνπ θάζε πεξηβάιινληνο από ηνπο καζεηέο θαη (3) ρξόλνο ζε νπηηθέο δηεξεπλήζεηο. 

Έηζη λνκίδνπλ όηη ν ρξόλνο πνπ απνκέλεη γηα ηε κάζεζε ηερληθώλ θαη κεζνδνινγηώλ 

αξθνύλησο ρξήζηκσλ ζηηο εμεηάζεηο είλαη πεξηνξηζκέλνο θαη δελ αξθεί γηα λα 

θαηαζηνύλ νη καζεηέο ηθαλνί γηα επηηπρίεο.       

Γε ζπκκεξηδόκαζηε ηελ άπνςε απηή πιήξσο θαζώο πηζηεύνπκε όηη νη εθπαηδεπηηθνί 

πνπ δηδάζθνπλ ηα καζεκαηηθά ηεο Γ’  Λπθείνπ κπνξνύλ λα αληηθαηαζηήζνπλ πνιιέο 

δηδαζθαιίεο πνπ θάλνπλ ζηνλ πίλαθα κε ηελ θηκσιία κε ηνλ ππνινγηζηή. Αξθεί λα 

ππάξρεη θαηάιιειν ινγηζκηθό θαη θαηάιιεια ζελάξηα ηα νπνία επηηξέπνπλ ζηνπο 

καζεηέο θαη ζηνλ εθπαηδεπηηθό λα δηεξεπλνύλ θαηάιιεια θαηλόκελα 

πξνβιεκαηηζκνύ θαη κάζεζεο κε ηε ρξήζε απιώλ θαη θαηαλνεηώλ  ππνινγηζηηθώλ 

εξγαιείσλ. Αθόκα, έρνπκε ηε γλώκε όηη ε κάζεζε ηερληθώλ θαη κεζνδνινγηώλ γηα ηε 

δηαπξαγκάηεπζε ελλνηώλ θαη θαηλνκέλσλ ησλ καζεκαηηθώλ, είλαη ειιηπήο θαη 

αλαπνηειεζκαηηθή όηαλ δε ζπλνδεύεηαη από βαζηά θαηαλόεζε ησλ ελλνηώλ απηώλ. 

Γηα παξάδεηγκα, ε δηδαζθαιία ηεο έλλνηαο ηεο παξαγώγνπ, ζηεξίδεηαη ζηελ 

πεξηγξαθή θαηλνκέλσλ ηεο θίλεζεο θαη ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο κηαο 

ζπλάξηεζεο, ρσξίο λα κπνξνύλ νη καζεηέο λα ρεηξηζηνύλ ηα θαηλόκελα απηά θαη λα 

ηα πξνζεγγίζνπλ λνεηηθά κε ηνλ δηθό ηνπο ηξόπν.  

Σν CDROM πνπ δεκηνπξγήζακε κπνξεί λα εληαρζεί ρσξίο λα δεκηνπξγεί 

πξνβιήκαηα ζηε δηδαθηηθή αηδέληα ηνπ θαζεγεηή ησλ καζεκαηηθώλ ηεο Γ’ Λπθείνπ 

θαζώο: (1) Γελ απαηηνύληαη ηδηαίηεξεο γλώζεηο ηνπ ινγηζκηθνύ. (2) Σα ζέκαηα πνπ 

δηαπξαγκαηεύεηαη αθνξνύλ αθξηβώο ηε δηδαθηέα ύιε ηνπ καζήκαηνο. (3) Οη 

κηθξόθνζκνη πνπ δεκηνπξγήζακε κπνξνύλ λα παξνπζηαζηνύλ από ηνλ εθπαηδεπηηθό 

ζηελ ηάμε θαη λα γίλνπλ αληηθείκελν δηεξεύλεζεο όιεο ηεο ηάμεο. (4) Οη ρεηξηζκνί 

πνπ απαηηνύληαη είλαη ειάρηζηνη θαη αθνξνύλ ηε δηαρείξηζε έηνηκσλ αιιά 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκσλ κηθξόθνζκσλ. (5) Σν CDROM κπνξεί λα ηξέρεη ζην 

δηαδίθηπν θαη από απηή ηελ άπνςε κπνξεί ν θάζε καζεηήο λα ην ρξεζηκνπνηεί θαη 

από ην ζπίηη ηνπ.  

Διπίδνπκε, όηη ε πξόηαζή καο ζα βνεζήζεη ηνπο κελ θαζεγεηέο ησλ καζεκαηηθώλ λα 

απνθηήζνπλ θαη ελαιιαθηηθνύο ηξόπνπο δηδαζθαιίαο δύζβαησλ ελλνηώλ, όπσο απηέο 

ηεο αλάιπζεο, ηνπο δε καζεηέο λα πξνζεγγίζνπλ νη ίδηνη έλλνηεο θαη ζρέζεηο κε 

πνιιαπινύο ηξόπνπο.                   
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Δηζαγσγή 

Σν παξόλ ινγηζκηθό αθνξά ηα Μαζεκαηηθά ηεο Γ' Λπθείνπ.  

Πξνζεγγίδεη ζηηο έλλνηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ κε έλα 

ηδηαίηεξν ηξόπν κε ηνλ νπνίν δίλεηαη ε δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο λα εκπιέθνληαη ζε 

δηεξεπλήζεηο κε ηηο πην ζεκαληηθέο έλλνηεο ησλ ζρνιηθώλ ηνπο καζεκαηηθώλ 

αμηνπνηώληαο ηα εξγαιεία πνπ πξνζθέξεη ην εθπαηδεπηηθό ινγηζκηθό GeoGebra.  

Με ηνλ όξν 'δηεξεύλεζε' ελλννύκε ηε δξάζε ηελ νπνία αλαπηύζζνπλ νη καζεηέο όηαλ 

εμεξεπλνύλ έλα ππνινγηζηηθό πεξηβάιινλ (έλα κηθξόθνζκν) όπσο απηά πνπ 

πξνηείλνπκε εδώ.  

Σα εξγαιεία εμεξεύλεζεο πνπ θαινύληαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ θαηά ηελ εμεξεύλεζε 

είλαη δύν θαηεγνξηώλ. Δίλαη ηα δηαζέζηκα ζην πεξηβάιινλ ππνινγηζηηθά εξγαιεία 

θαζώο θαη νη γλώζεηο ηνπο πνπ κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ αλαδήηεζε θαη 

ηελ επεμεξγαζία ησλ πιεξνθνξηώλ πνπ αληινύλ από απηό. Αθόκα, ην γεγνλόο όηη γηα 

λα πεξηγξάςνπκε ηνλ όξν 'δηεξεύλεζε' ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ όξν 'εμεξεύλεζε' δειώλεη 

όηη ε πξόζθιεζε ηελ νπνία απεπζύλνπκε ζηνλ θάζε καζεηή δελ είλαη άιιν από κηα 

εμεξεύλεζε ζε έλα άγλσζην πεξηβάιινλ.  

Οη κηθξόθνζκνη πνπ πεξηιακβάλνληαη εδώ, αθνξνύλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ζπλαξηήζεσλ ή νηθνγελεηώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ζπλήζσο πεξηέρνληαη ζηα 

εθπαηδεπηηθά - ζρνιηθά εγρεηξίδηα. Ζ ρξήζε παξακέηξσλ ζηε ζέζε ησλ ζπληειεζηώλ 

ησλ εμηζώζεσλ κε ηηο νπνίεο νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο, δίλεη ηε δπλαηόηεηα, αθελόο 

λα εμεηάδνληαη νη θνηλέο ηδηόηεηεο απηώλ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

αιιά θαη λα εμεξεπλώληαη νη εηδηθέο πεξηπηώζεηο απηώλ. Ζ νπηηθή εμεξεύλεζε ζην 

γξάθεκα ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ε αληηζηνίρεζή ηεο κε ηελ εμίζσζε απηώλ είλαη έλαο 

θαηάιιεινο ηξόπνο γηα λα αληινύλ νη καζεηέο ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο ηδηόηεηεο απηώλ. 

Σέινο, ηελ εμήγεζε ησλ θαηλνκέλσλ πνπ παξαηεξνύληαη ζην ππνινγηζηηθό 

πεξηβάιινλ θαη ηελ απόδεημε ησλ ζρέζεσλ πνπ εκπιέθνληαη ζ’ απηά ηα  θαηλόκελα 

θαιείηαη λα δηαηππώζεη ν ρξήζηεο ώζηε λα νινθιεξσζεί απηό πνπ παξαπάλσ 

θαιέζακε "δηεξεύλεζε".  

Οη ζπλαξηεζηαθνί κηθξόθνζκνη, πνπ πξνηείλνληαη εδώ, είλαη θαηαλεκεκέλνη 

ζύκθσλα κε ηηο ελόηεηεο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ. ΢ε θάζε ελόηεηα νη πξνηεηλόκελνη 

κηθξόθνζκνη είλαη νκαδνπνηεκέλνη ζε ζελάξηα, κε βάζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

θαηεγνξηνπνίεζε ε νπνία έρεη ζθνπό λα δηεπθνιύλεη ηελ εμαγσγή γεληθώλ 

ζπκπεξαζκάησλ. Διπίδνπκε απηά ηα γεληθά ζπκπεξάζκαηα θαζώο εμάγνληαη από ηα 

ζπλαξηεζηαθά θαηλόκελα, ηα νπνία νξηνζεηνύληαη από ηηο νπηηθέο εηθόλεο ησλ 

κεηαβνιώλ ζα απνηειέζνπλ ηηο δεμακελέο από ηηο νπνίεο ζα αληινύληαη πιεξνθνξίεο 

θαη γηα ηηο κειινληηθέο δηεξεπλήζεηο ζρεηηθώλ ζεκάησλ.  
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1  Η παηδαγωγηθή θαη δηδαθηηθή πξόηαζε γηα ηα 
Μαζεκαηηθά ηεο Γ’ Λπθείνπ 

1.1 Οι μικπόκοζμοι ηος CDROM ωρ πεπιβάλλονηα μάθηζηρ 

1.1.1 Σα εξγαιεία θαη νη ιεηηνπξγηθόηεηεο ηωλ κηθξόθνζκωλ 

Σα εξγαιεία θαη ιεηηνπξγηθόηεηεο πνπ είλαη ελζσκαησκέλα ζε θάζε έλα από ηνπο 68  

κηθξόθνζκνπο, κπνξνύλ λα ρσξηζηνύλ ζε δπν θαηεγνξίεο. ΢ηελ πξώηε θαηεγνξία, 

αλήθνπλ εξγαιεία θαη ιεηηνπξγηθόηεηεο αλεμάξηεηεο από ην πεξηερόκελν ηνπ θάζε 

κηθξόθνζκνπ, όπσο ηα εξγαιεία δηαρείξηζεο ηεο κνξθήο ησλ αληηθεηκέλσλ θαη ηα 

εξγαιεία κεγέζπλζεο-ζκίθξπλζεο. ΢ηε δεύηεξε θαηεγνξία αλήθνπλ ηα εξγαιεία θαη 

νη ιεηηνπξγηθόηεηεο πνπ ελζσκαηώλνληαη από ην ζρεδηαζηή  ηνπ θάζε κηθξόθνζκνπ, 

κε ζθνπό λα εμππεξεηήζνπλ ζπγθεθξηκέλεο δηαδηθαζίεο κάζεζεο. Αλ θαη κεξηθά από 

ηα εξγαιεία απηά αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ εδώ παξνπζηάδνληαη ζπλνιηθά.  

Σα εξγαιεία ηεο πξώηεο θαηεγνξίαο εκθαλίδνληαη όηαλ ν ρξήζηεο επηιέμεη: 

1) Με ην πνληίθη ηνπ ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο θαη θάλεη δεμί θιηθ. Σα θπξηόηεξα 

είλαη ηα εμήο:  

 Η εληνιή “Άμνλεο”: Δκθαλίδεη ή απνθξύπηεη ηνπο άμνλεο από ην 

πεξηβάιινλ εξγαζίαο. 

 Η εληνιή “Σύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε πιέγκα”: Δκθαλίδεη ή 

απνθξύπηεη ην πιέγκα από ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο. 

 Η εληνιή “Μεγέζπλζε-Σκίθξπλζε”: Υξεζηκνπνηείηαη γηα λα γίλεη 

κεγέζπλζε ή ζκίθξπλζε ησλ αληηθεηκέλσλ ηνπ κηθξόθνζκνπ. 

 Η εληνιή “Άμνλα x : Άμνλαο y”: Υξεζηκνπνηείηαη γηα λα επηιεγεί ε 

ζρέζε κεηαμύ ησλ κνλάδσλ ησλ δπν αμόλσλ. Ζ ζπλεζέζηεξε ζρέζε είλαη 

ε 1:1. 

 Η εληνιή “Πξόηππε κνξθή”: Δπαλαηνπνζεηεί ηα αληηθείκελα ηεο 

επηθάλεηαο εξγαζίαο ζε κηα πξνθαζνξηζκέλε ζέζε. 

 Η εληνιή “Ιδηόηεηεο”: Υξεζηκνπνηείηαη γηα λα θαζνξηζηνύλ κηα ζεηξά 

από ηδηόηεηεο ησλ αληηθεηκέλσλ. ΢πγθεθξηκέλα, ν ρξήζηεο κπνξεί λα 

θαζνξίζεη ην ρξώκα ζην ππόβαζξν, λα επηιέμεη ην όλνκα ζηνπο άμνλεο, λα 

επηιέμεη ηελ κνλάδα ζε θάζε άμνλα, λα επηιέμεη ηα άθξα ησλ δπν αμόλσλ 

θαη θπζηθά ηε ζρέζε ησλ κνλάδσλ ησλ δπν αμόλσλ. 

2) Με ην πνληίθη ηνπ έλα αληηθείκελν ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο θαη θάλεη δεμί 

θιηθ. Σα θπξηόηεξα είλαη ηα εμήο:  

 Η εληνιή “Γείμε αληηθείκελν”: Απνθξύπηεη ην αληηθείκελν. Γηα λα 

εκθαλίζεη ην  αληηθείκελν ζηελ επηθάλεηα εξγαζίαο πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ε εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα έλα άιιν αληηθείκελν θαη ζηνλ 

θαηάινγν ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ ζα εκθαληζηεί λα επηιεγεί ην 

ζπδεηνύκελν αληηθείκελν θαη ζηε ζπλέρεηα ε εληνιή “Γείμε αληηθείκελν”.  
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 Η εληνιή “Γείμε εηηθέηα”: Απνθξύπηεη ή εκθαλίδεη ην όλνκα ελόο 

αληηθεηκέλνπ.  

 Η εληνιή “Ίρλνο ελεξγό”: Δπηηξέπεη ζην ρξήζηε λα νξίζεη αλ ην 

ζπγθεθξηκέλν αληηθείκελν ζα αθήλεη ή όρη ην ίρλνο ηνπ θαηά ηελ θίλεζή 

ηνπ.  

 Η εληνιή “Βνεζεηηθό αληηθείκελν”. Οξίδεη αλ έλα αληηθείκελν έρεη ηελ 

ηδηόηεηα ηνπ  βνεζεηηθνύ (Auxiliary) αληηθεηκέλνπ. 

 Η εληνιή “Δπαλαπξνζδηνξηζκόο”: Γίλεη ηελ δπλαηόηεηα ζηνλ ρξήζηε λα 

επαλαπξνζδηνξίζεη ην αληηθείκελν. 

 Η εληνιή “Γηαγξαθή”: Γίλεη ηελ δπλαηόηεηα ζην ρξήζηε λα δηαγξάςεη 

ην αληηθείκελν. 

 Η εληνιή “Μεηνλνκαζία”: Γίλεη ηε δπλαηόηεηα ζην ρξήζηε λα αιιάμεη 

ην όλνκα ηνπ αληηθεηκέλνπ. 

 Η εληνιή “Ιδηόηεηεο”: Γίλεη ηε δπλαηόηεηα ζην ρξήζηε λα εκθαλίδεη ηνλ 

θαηάινγν όισλ ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο, λα επηιέμεη 

έλα από απηά θαη λα θαζνξίζεη όιεο ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο θαη επηπιένλ: 

o Αλ ζα εκθαλίδεη ην όλνκα κόλν ή ην κέγεζνο κόλν ή θαη ηα δπν γηα 

ην αληηθείκελν. 

o Να θαζνξίδεη ην είδνο θαη ην πάρνο θαη ην ρξώκα ησλ 

αληηθεηκέλσλ. 

Σα εξγαιεία ηεο δεύηεξεο θαηεγνξίαο είλαη απηά πνπ ν ζρεδηαζηήο ηνπ κηθξόθνζκνπ  

πξνθαζνξίδεη. Δίλαη θπξίσο κεηαβνιείο κε ηνπο νπνίνπο ν ρξήζηεο κπνξεί λα 

πξνθαιεί αιιαγέο ζηα αληηθείκελα θαη ζηα κεγέζε ηνπο κε ηα νπνία θάζε κεηαβνιέαο 

ζπλδέεηαη θαζώο θαη θνπκπηά κε ηα νπνία εκθαλίδεη ή απνθξύπηεη αληηθείκελα ζην 

κηθξόθνζκν. Σα ηειεπηαία είλαη ρξήζηκα θπξίσο όηαλ βνεζνύλ ηνλ ρξήζηε λα 

εζηηάδεη ζε ζπγθεθξηκέλεο πηπρέο ηεο εμεξεύλεζεο.  

1.1.2 Η επαλαρξεζηκνπνίεζε ηωλ κηθξόθνζκωλ 

Όζα αλαθέξζεθαλ ζηελ παξαπάλσ ελόηεηα δειώλνπλ όηη έλαο κηθξόθνζκνο κπνξεί 

λα ηξνπνπνηεζεί ζε αξθεηά κεγάιν βαζκό. Μπνξεί ν ρξήζηεο λα επαλαπξνζδηνξίζεη 

ηα αληηθείκελα, κπνξεί λα ηξνπνπνηήζεη ηελ εκθάληζή ηνπο, κπνξεί λα εκθαλίζεη ή λα 

απνθξύςεη ηδηόηεηεο θ.ν.θ. Έηζη έλαο κηθξόθνζκνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη 

πέξα από ηνπο αξρηθνύο ηνπ ζθνπνύο γηα ηνπο νπνίνπο ζρεδηάζηεθε. Γηα παξάδεηγκα, 

αλ έλαο κηθξόθνζκνο ζρεδηάζηεθε γηα λα αλαδείμεη ηηο θνηλέο ηδηόηεηεο κηαο 

νηθνγέλεηαο πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ ν ρξήζηεο κπνξεί λα επαλαθαζνξίζεη ηελ 

νηθνγέλεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ, π.ρ. ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο ή ηηο εθζεηηθέο ή 

άιιεο,  ώζηε λα κειεηήζεη ηηο θνηλέο ηδηόηεηεο ησλ κειώλ ηεο  θαη ελδερνκέλσο λα 

ζπγθξίλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ κε απηά άιιεο νηθνγέλεηαο.  

1.1.3 Η έλλνηα ηεο δηεξεύλεζεο 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πην πάλσ, κε ηνλ όξν δηεξεύλεζε ελλννύκε ην ζύλνιν ησλ 

δξάζεσλ πνπ αλαιακβάλεη ν ρξήζηεο, πξνθεηκέλνπ λα εμεξεπλήζεη ην κηθξόθνζκν 

θαη λα απαληήζεη ζε εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην ηνπ κηθξόθνζκνπ αιιά θαη 

απηώλ πνπ ν ίδηνο ζέηεη θαηά ηε δξάζε. 
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Ωο δξάζεηο ελλννύκε λνεηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ πξνθαινύληαη από ηε ρξήζε ησλ 

εξγαιείσλ ηνπ κηθξόθνζκνπ θαη από ηηο εξκελείεο πνπ ν ίδηνο ν ρξήζηεο δίλεη ζηα 

απνηειέζκαηα ησλ ελεξγεηώλ ηνπ. Οη πξνεγνύκελεο γλώζεηο θαη νη εκπεηξίεο πνπ έρεη 

απνθηήζεη ν ρξήζηεο, είλαη έλα ζεκαληηθό θνκκάηη ησλ λνεηηθώλ δηαδηθαζηώλ πνπ 

εκπιέθεηαη ζηηο εξκελείεο πνπ δίλεη θαη ζηηο απνθάζεηο πνπ παίξλεη. Ωζηόζν, ε 

εμεξεύλεζε ησλ αληηθεηκέλσλ ηνπ κηθξόθνζκνπ θαη ηνπ ηξόπνπ πνπ ζπλδένληαη 

κεηαμύ ηνπο αιιά θαη ησλ θαηλνκέλσλ πνπ πξνθαινύληαη από ηε ρξήζε ησλ 

εξγαιείσλ, είλαη ε ζεκαληηθόηεξε πεγή πιεξνθνξηώλ πνπ ν ρξήζηεο έρεη λα 

δηαρεηξηζηεί γηα λα δώζεη λόεκα ζηηο ελέξγεηέο ηνπ θαη ζηα όζα παξαηεξεί ζην 

κηθξόθνζκν.     

1.2 Η διαδικαζία ηηρ εξεπεύνηζηρ ηων μικπόκοζμων 

1.2.1 Η εμεξεύλεζε ωο πεγή πιεξνθνξηώλ 

Ο όξνο «εμεξεύλεζε», παξαπέκπεη ζε δηαδηθαζίεο, πνπ ζηνρεύνπλ ζηελ πξνζέγγηζε 

κηαο άγλσζηεο πεξηνρήο, ζηελ απόθηεζε πξόζβαζεο ζηα αληηθείκελα θαη ζηηο 

δηαδηθαζίεο απηήο θαη ηέινο ζηελ «νηθεηνπνίεζή» ηεο. Γειαδή, νη ρξήζηεο ελόο 

κηθξόθνζκνπ αλαιακβάλνπλ πξσηνβνπιίεο θαη δξάζεηο πνπ έρνπλ ζθνπό:  

 Να αλαθαιύςνπλ ηα αληηθείκελα πνπ απαξηίδνπλ ην κηθξόθνζκν. 

 Να παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ ζπκπεξηθέξνληαη ηα αληηθείκελα απηά. 

 Να κάζνπλ πώο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο.  

 Να αλαιάβνπλ δξάζεηο γηα ηα «ππνηάμνπλ» ζηηο επηζπκίεο ηνπο θαη ζηνπο δηθνύο 

ηνπο ζθνπνύο. 

o Ζ εμεξεύλεζε απαηηεί από ηνπο ρξήζηεο λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο:  

 Να πεξηεξγαζηνύλ θάζε αληηθείκελν ηνπ κηθξόθνζκνπ, κε ζθνπό λα αληιήζνπλ 

πιεξνθνξίεο γηα ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ.   

 Να παξαηεξήζνπλ πνην αληηθείκελν ζπλδέεηαη κε πνην.  

 Να εξκελεύνπλ ηηο πιεξνθνξίεο πνπ πξνέξρνληαη από ηηο πξνεγνύκελεο ελέξγεηεο 

κε ζθνπό λα κάζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ ζπλδένληαη ηα αληηθείκελα κεηαμύ ηνπο.  

Οη πιεξνθνξίεο πνπ αληινύλ θαη ε δηαρείξηζε απηώλ απαηηεί από ηνπο καζεηέο: 

 Να θάλνπλ ηαμηλνκήζεηο κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ πιεξνθνξηώλ 

 Να θάλνπλ εθηηκήζεηο θαη ππνινγηζκνύο γηα πιεξνθνξίεο πνπ αθνξνύλ κεγέζε 

θαη πνζά. 

 Να θάλνπλ αληηζηνηρίζεηο κεηαμύ ησλ πιεξνθνξηώλ πνπ αθνξνύλ ηε κνξθή 

θακππιώλ - ζρεκάησλ θαη ησλ δηθώλ ηνπο γλώζεσλ θαη εκπεηξηώλ. 

Σα παξαπάλσ δειώλνπλ, επηγξακκαηηθά, πώο έλαο καζεηήο κπνξεί λα αμηνπνηήζεη ηηο 

πιεξνθνξίεο πνπ αληιεί από ηα αληηθείκελα θαη ηα εξγαιεία ελόο κηθξόθνζκνπ. 

Ωζηόζν θαλείο δελ αλακέλεηαη λα κείλεη ζηελ εμεξεύλεζε κηαο άγλσζηεο πεξηνρήο. 

Μόιηο ηελ εμεξεπλήζεη πξνζπαζεί λα ηελ θέξεη ζηα «κέηξα» ηνπ, λα ηελ 

κεηαζρεκαηίζεη θαη λα ηελ ρξεζηκνπνηήζεη γηα ηνπο δηθνύο ηνπ ζθνπνύο. Έηζη 

νδεγείηαη ζηελ επόκελε θάζε ηεο δηεξεύλεζεο, ζηε δεκηνπξγία εηθαζηώλ, ππνζέζεσλ 

θαη ζπκπεξαζκάησλ.  
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1.2.2 Σα πεηξάκαηα ζηνπο κηθξόθνζκνπο ωο δηαδηθαζία 
δεκηνπξγίαο εηθαζηώλ, ππνζέζεωλ θαη ζπκπεξαζκάηωλ 

Οη εηθαζίεο είλαη ην πξώην λνεηηθό βήκα πνπ θάλεη ν καζεηήο όηαλ πεηξακαηίδεηαη κε 

ηα εξγαιεία ηνπ κηθξόθνζκνπ θαη δηαρεηξίδεηαη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ αληιεί από ηνλ 

πεηξακαηηζκό απηό. Οη εθηηκήζεηο ηνπ, νη θαηεγνξηνπνηήζεηο πνπ θάλεη κεηαμύ ησλ 

πιεξνθνξηώλ πνπ αληιεί από ην πεξηβάιινλ θαη νη αληηζηνηρίζεηο ησλ πιεξνθνξηώλ 

κε ηηο γλώζεηο θαη ηηο εκπεηξίεο  ηνπ, είλαη ν δξόκνο γηα ηελ θαηαζθεπή εηθαζηώλ. Οη 

εηθαζίεο, εθόζνλ αληέρνπλ ζηνλ πεηξακαηηθό έιεγρν, εληζρύνληαη ζε ππνζέζεηο θαη 

απηέο ζε ζπκπεξάζκαηα εθόζνλ εξκελεύνληαη θαη δηθαηνινγνύληαη.   

Γηα παξάδεηγκα, όηαλ έλαο καζεηήο εμεξεπλά ην κηθξόθνζκν πνπ αθνξά ην άζξνηζκα 

δπν πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ, ρεηξίδεηαη ηνπο κεηαβνιείο πνπ νξίδνπλ ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο θαη παξαηεξεί ηα ζρήκαηα ησλ ηξηώλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x), g(x) θαη ηνπ αζξνίζκαηνο ηνπο h(x). Παξαηεξεί όηη όηαλ νη δπν 

αξρηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη πξώηνπ θαη δεπηέξνπ βαζκνύ ην άζξνηζκα είλαη δεύηεξνπ 

βαζκνύ θαη απηό. Απηό κπνξεί λα ην εξκελεύεη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο γλώζεηο ηνπ γηα 

ηνλ άζξνηζκα δπν πνιπσλύκσλ. Αθόκα παξαηεξεί όηη όηαλ κεηαβάιιεη ηνλ δείθηε 

ηνπ κεηαβνιέα θ ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηεο πξσηνβάζκηαο ζπλάξηεζεο (θαη 

δηαηεξεί ζηαζεξνύο ηνπο άιινπο δείθηεο) ην αθξόηαην ηεο θακπύιεο ηνπ 

αζξνίζκαηνο κεηαβάιιεηαη θαη απηό. Καη απηό κπνξεί λα ην εξκελεύζεη 

αμηνπνηώληαο ηηο γλώζεηο ηνπ γηα ην αθξόηαην ηξησλύκνπ θαη ππνινγίδνληαο ηνλ ηύπν 

αθξόηαηνπ ηεο ζπλάξηεζεο άζξνηζκα κε ηε βνήζεηα ησλ ζπληειεζηώλ ησλ δπν 

αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Καζώο ζπλερίδεη λα κεηαβάιιεη ηηο ηηκέο ησλ θ ζρεκαηίδεη 

ηελ εηθαζία όηη όηαλ απμάλεη πξνο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ε απόιπηε ηηκή ηνπ αθξόηαηνπ 

απμάλεηαη θαη απηή θαη’ απόιπην ηηκή. Σν επόκελν βήκα είλαη ν έιεγρνο ηεο εηθαζίαο 

θαη γη’ απηό επαλαιακβάλεη ηα πεηξάκαηα θαη κε άιιεο ηηκέο ηνπ δείθηε θ. Δθόζνλ 

επηβεβαηώλεηαη δηαηππώλεη κηα πην ηζρπξή εηθαζία, κηα ππόζεζε δειαδή, ή απνζύξεη 

ηελ εηθαζία εθόζνλ δελ επηβεβαηώλεηαη. ΢ηε ζπλέρεηα επηβεβαηώλεη ηελ εηθαζία ηνπ 

αιγεβξηθά θαη εθόζνλ απηή ηζρύεη θαηαιήγεη ζε έλα ζπκπέξαζκα.   
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1.2.3 Η εμεξεύλεζε ωο πεγή δεκηνπξγίαο καζεκαηηθώλ 
πξνβιεκάηωλ 

Μηα άιιε πιεπξά ηεο εμεξεύλεζεο ελόο κηθξόθνζκνπ είλαη απηή ηεο δηαηύπσζεο  

λέσλ εξσηεκάησλ – πξνβιεκάησλ από ηνλ ρξήζηε. Απηή ε πιεπξά ζπλδέεηαη ζηελά 

κε ην βαζκό νηθεηνπνίεζεο ηνπ κηθξόθνζκνπ από ηνλ ίδην ην ρξήζηε θαζώο, όπσο 

ζπλήζσο ζπκβαίλεη, δελ ππάξρνπλ πξνζέζεηο από ηελ πιεπξά ηνπ γηα ηε δηαηύπσζε 

λέσλ εξσηεκάησλ θαη πξνβιεκάησλ. Με ηνλ όξν ηεο νηθεηνπνίεζεο ηνπ 

κηθξόθνζκνπ πνπ ρξεζηκνπνηνύκε εδώ ζέινπκε λα δειώζνπκε ηε δπλαηόηεηα πνπ 

παξέρεηαη ζην ρξήζηε λα «θαηαθηήζεη» θαη λα «ηξνπνπνηήζεη» ηνλ θάζε κηθξόθνζκν 

ώζηε λα ην θάλεη δηθό ηνπ θαηαζθεύαζκα. Έηζη ζα κπνξεί λα ζέηεη εξσηήκαηα θαη 

πξνβιήκαηα πνπ ζπλδένληαη ζηελά κε ην βαζκό «θαηάθηεζεο» ηνπ κηθξόθνζκνπ από 

ηελ εμεξεύλεζε, κε ην βαζκό «θαηαλόεζεο» ησλ αληηθεηκέλσλ ηνπ αιιά θαη κε ηηο 

πξνζδνθίεο πνπ θαιιηεξγνύληαη θαηά ηελ εμεξεύλεζε. Αθόκα ε δηαδηθαζία απηή, ηεο 

δηαηύπσζεο λέσλ πξνβιεκάησλ, ζπλδέεηαη ζηελά κε ηηο δηαδηθαζίεο ηεο δεκηνπξγίαο 

εηθαζηώλ θαη ππνζέζεσλ. Ζ επαλαρξεζηκνπνίεζε ησλ κηθξόθνζκσλ, πνπ 

πξνηείλνληαη εδώ, είλαη ηδαληθόο ηξόπνο γηα ηε δηαηύπσζε λέσλ εξσηεκάησλ θαη 

πξνβιεκάησλ δηεξεύλεζεο.  

Γηα παξάδεηγκα, ζηε δηεξεύλεζε ηεο εύξεζεο ηεο κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο εκηηνλνεηδνύο θακπύιεο f(x)=εκx, ην αξρηθό πξόβιεκα πνπ ηίζεηαη 

αθνξά ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο θ(x) ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα 

ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο. Ζ εμεξεύλεζε θαη ηα πεηξάκαηα πνπ ζα θάλεη 

ν ρξήζηεο γηα ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο θ(x) κπνξνύλ εθηόο από ηε δηαηύπσζε 

εηθαζηώλ θαη ζπκπεξαζκάησλ λα ηνλ νδεγήζνπλ ζηε δεκηνπξγία λέσλ εξσηεκάησλ 

πνπ αθνξνύλ αλάινγα ζέκαηα.  

 

 

Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί λα επηιέμεη δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηεο f(x) θαη 

λα εμεηάζεη δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο f(x)=αεκ(βx+γ)+δ. Αθόκα κπνξεί λα 

πιεθηξνινγήζεη νπνηνδήπνηε άιιν ηύπν όπσο γηα παξάδεηγκα f(x)=αζπλ(βx+γ)+δ  ή 

f(x)=αεθ(βx+γ)+δ ή νπνηαδήπνηε άιιε νηθνγέλεηα ζπλαξηήζεσλ. Ζ επόκελε εηθόλα 

αθνξά ηελ f(x)=εθ(x) θαη ηελ θακπύιε ηεο κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο. Σν πξόβιεκα 

ηεο εύξεζεο ηεο θ(x) απαηηεί ηδηαίηεξεο ηθαλόηεηεο θαη δηαδηθαζίεο.  
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2 Σα ζελάξηα ηνπ CDROM 

2.1  Κεθάλαιο 1 : Η έννοια ηηρ ζςνάπηηζηρ 

Ζ ελόηεηα απηή πεξηέρεη ζελάξηα, εξγαζίεο θαη δηεξεπλήζεηο πνπ αθνξνύλ ηελ έλλνηα 

ηεο ζπλάξηεζεο.  

Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ηελ δηαρεηξηδόκαζηε είλαη από ηα 

ζεκαληηθόηεξα δεηήκαηα ησλ ζύγρξνλσλ καζεκαηηθώλ. Με ηελ βνήζεηα ηεο 

κειεηάκε θαη εξκελεύνπκε θαηλόκελα ησλ δηαθόξσλ επηζηεκώλ αιιά θαη ηεο 

θαζεκεξηλόηεηαο. Δίλαη ην θύξην εξγαιείν πεξηγξαθήο θαη κειέηεο ησλ κεηαβνιώλ, 

όπνπ θαη λα ζπκβαίλνπλ απηέο, αξθεί λα κπνξνύκε λα αληιήζνπκε δεδνκέλα από 

απηέο. Ζ βαζηά γλώζε επνκέλσο ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ε ρξήζεο ηεο 

σο εξγαιείν κειέηεο θαη έθθξαζεο ησλ κεηαβνιώλ είλαη ζεκαληηθά ζηνηρεία ησλ 

ζύγρξνλσλ αλζξώπσλ πνπ ζέινπλ λα θαηαλννύλ ηνλ θόζκν θαη λα πξνζαξκόδνληαη 

ζηηο ζύγρξνλεο απαηηήζεηο ηεο δσήο ηνπο. 

΢ηα ζελάξηα πνπ πξνηείλνπκε ζ' απηή ηελ ελόηεηα αιιά θαη ζηηο επόκελεο, δίλεηαη ε 

επθαηξία ζε θάζε καζεηή, αθόκα θαη ζ' απηόλ πνπ δελ είλαη εμνηθεησκέλνο κε ηελ 

ρξήζε εθπαηδεπηηθώλ ινγηζκηθώλ ησλ καζεκαηηθώλ, λα πξνζεγγίζεη ηελ έλλνηα θαη 

ηηο ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο κε έλα νινθιεξσκέλν ηξόπν.  

 Μπνξεί λα ρεηξίδεηαη ν ίδηνο θαηλόκελα ή πξνζνκνηώζεηο θαηλνκέλσλ ζηελ 

επηθάλεηα εξγαζίαο θαη λα παξαθνινπζεί ηηο ζπκκεηαβνιέο ησλ κεγεζώλ ηνπο, 

ησλ αξηζκεηηθώλ ηνπο ηηκώλ θαζώο θαη ηνλ ηξόπν πνπ απηά ζπκκεηαβάιινληαη 

ζην θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ.  

 Μπνξεί λα επεμεξγάδεηαη άκεζα ηελ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο θαη λα 

παξαθνινπζεί πώο κεηαβάιιεηαη ν ηύπνο ηεο.  

 Μπνξεί λα κεηαβάιιεη ηνλ ηύπν ηεο θαη λα παξαθνινπζεί ηηο κεηαβνιέο ζην 

γξάθεκά ηεο.  

Μπνξεί επίζεο λα ρεηξίδεηαη κε ηε βνήζεηα κεηαβνιέσλ ηνπο ζπληειεζηέο ησλ 

εμηζώζεσλ θαη λα παξαηεξεί ηη κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο.  

 

Μεξηθά από ηα ζέκαηα απηήο ηεο ελόηεηαο αληινύληαη από ην ζρνιηθό βηβιίν κε 

απνηέιεζκα λα κπνξεί θάζε καζεηήο λα ηα πξνζεγγίζεη κε έλα ελαιιαθηηθό ηξόπν. 

Πεξηέρεη έμη ζελάξηα γηα ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 

2.1.1  ΢ελάξην 1 

Οη εξγαζίεο πνπ πξνηείλνληαη εδώ παξνπζηάδνπλ ηελ έλλνηα ηεο κεηαβνιήο θαη ηεο 

ζπκκεηαβνιήο κεγεζώλ πνπ νξίδνληαη ζην πιαίζην πξνβιεκάησλ από ηελ γεσκεηξία 

ή πξνζνκνηώζεηο πξνβιεκάησλ ηεο θαζεκεξηλόηεηαο.  

2.1.2   ΢ελάξην 2 

΢ην δεύηεξν ζελάξην πξνηείλνληαη ζέκαηα πνπ αθνξνύλ κεξηθέο από ηηο βαζηθέο 

ζπλαξηήζεηο πνπ νη καζεηέο ηεο Γ' ηάμεο δηδάρζεθαλ ηα πξνεγνύκελα ρξόληα. Έηζη, 

εθηόο από ηελ επαλάιεςε ησλ ζεκάησλ απνθαζίζηαηαη θαη κηα ζπλέρεηα ζηνλ ηξόπν 
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πξνζέγγηζεο ώζηε λα δεκηνπξγεζεί κηα όζν ην δπλαηόλ νινθιεξσκέλε γηα ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη γηα ηηο δηάθνξεο θαηεγνξίεο ζπκκεηαβνιώλ. 

2.1.3 ΢ελάξην 3 

Σν ηξίην ζελάξην πεξηιακβάλεη ηελ κειέηε νηθνγελεηώλ ζπλαξηήζεσλ. Γειαδή 

ζπλαξηήζεσλ πνπ νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα εληαίσλ αιγεβξηθώλ ηύπσλ θαη πνπ 

δηαθέξνπλ σο πξνο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπο. Έηζη νη καζεηέο έρνπλ ηελ 

επθαηξία λα κειεηήζνπλ ζε ηη δηαθέξνπλ θαη ηη δηαηεξείηαη ζηαζεξό ζηηο ζπλαξηήζεηο 

ηεο ίδηαο νηθνγέλεηαο θαη κέζσ απηώλ λα νξγαλώζνπλ ηα πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά 

απηώλ ησλ νηθνγελεηώλ. 

2.1.4 ΢ελάξην 4 

Σν ηξίην ζελάξην πεξηιακβάλεη ηελ κειέηε νηθνγελεηώλ ζπλαξηήζεσλ. Γειαδή 

ζπλαξηήζεσλ πνπ νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα εληαίσλ αιγεβξηθώλ ηύπσλ θαη πνπ 

δηαθέξνπλ σο πξνο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπο. Έηζη νη καζεηέο έρνπλ ηελ 

επθαηξία λα κειεηήζνπλ ζε ηη δηαθέξνπλ θαη ηη δηαηεξείηαη ζηαζεξό ζηηο ζπλαξηήζεηο 

ηεο ίδηαο νηθνγέλεηαο θαη κέζσ απηώλ λα νξγαλώζνπλ ηα πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά 

απηώλ ησλ νηθνγελεηώλ. 

2.1.5  ΢ελάξην 5 

΢ην πέκπην ζελάξην νη καζεηέο θαινύληαη λα κειεηήζνπλ ην απνηέιεζκα ησλ 

πξάμεσλ ηεο πξόζζεζεο, ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, ηνπ πειίθνπ θαη ηεο ζύλζεζεο δπν 

ζπλαξηήζεσλ. Καινύληαη δειαδή λα δηεξεπλήζνπλ πνηέο ηδηόηεηεο ησλ αξρηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ παξεκβαίλνπλ θαη πώο ζηηο ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο απνηέιεζκα. 

2.1.6 ΢ελάξην 6 

Ζ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ζπλάξηεζεο, ε ηδηόηεηα ηνπ 1-1 θαην νξηζκόο ηεο 

αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο είλαη ηα ζέκαηα ηνπ ηειεπηαίνπ ζελαξίνπ απηήο ηεο 

ελόηεηαο. 

2.2  Κεθάλαιο 2 : Όπιο και ζςνέσεια 

Όπσο δειώλεηαη θαη ζηνλ ηίηιν απηήο ηεο ελόηεηαο ηα δπν ζελάξηα πνπ πξνηείλνληαη 

αθνξνύλ ζηηο έλλνηεο ηνπ νξίνπ, ηεο ζπλέρεηο θαη ζρεηηθώλ κε απηέο ζεσξεκάησλ.  

Με ηελ κειέηε απηώλ ησλ ηδηνηήησλ νη καζεηέο έξρνληαη ζε επαθή κε ζεκαληηθέο 

ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ κε έλα δηαθνξεηηθό ηξόπν από απηόλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζην ζρνιηθό βηβιίν αιιά θαη γεληθόηεξα ζηα ζρεηηθά δηδαθηηθά 

εγρεηξίδηα. Με εξγαιεία ηελ κεγέζπλζε ηνπ γξαθήκαηνο ζε έλα ζεκείν ηνπ αιιά θαη 

ην νξζνγώλην πνπ νξίδεηαη από ηα δ θαη ε νη καζεηέο κπνξνύλ λα "δνπλ" πνιύ θνληά 

ζε έλα ζεκείν ηεο θακπύιεο. Ζ δηαδηθαζία απηή πνπ δσληαλεύεη κε ηα ίδηα ηα ρέξηα 

ησλ καζεηώλ γηα αξθεηά κηθξέο ηηκέο ηνπ δ θαη ηνπ ε εύθνια κπνξεί λα επαλαιεθζεί 

λνεηηθά γηα όζν κηθξέο ηηκέο ζέινπλ. Καη ε εμήγεζε γηα ην θαηλόκελν απηό δελ είλαη 

ηίπνηα άιιν από ηελ ιεθηηθή θαη αιγεβξηθή δηαηύπσζε ηεο έλλνηαο ηνπ νξίνπ ζε έλα 

ζεκείν ηεο θακπύιεο. 

Ζ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο θαη ηα ζεσξήκαηα Βolzano θαη ελδηάκεζσλ ηηκώλ είλαη 

ινγηθά επαθόινπζα ηεο έλλνηαο ηνπ νξίνπ. Ζ δηεξεύλεζή ηνπο ζα εκπινπηίζεη ηνπο 

καζεηέο κε λνεηηθέο εηθόλεο εξγαιεία πνπ ζα ηνπο είλαη ρξήζηκα ζε θάζε αλάινγε 
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πεξίπησζε. Πεξηέρεη δπν ζελάξηα γηα ηηο έλλνηεο ηνπ νξίνπ θαη ηεο ζπλέρεηαο ηεο 

ζπλάξηεζεο 

2.2.1 ΢ελάξην 1 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο επεμεξγάδνληαη ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ ζε έλα ζεκείν 

κηαο ζπλάξηεζεο. Καινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ ην όξην κεξηθώλ ηύπσλ ζπλαξηήζεσλ 

κε ηε βνήζεηα ελόο νξζνγσλίνπ ηνπ νπνίνπ νη δπν δηαζηάζεηο νξίδνληαη γηα πνιύ 

κηθξέο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ δ θαη ε.  

2.2.2  ΢ελάξην 2 

Οη πξνηεηλόκελεο εξγαζίεο ηνπ δεύηεξνπ ζελαξίνπ αλαθέξνληαη ζηελ έλλνηα ηεο 

ζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ζηα ζεσξήκαηα πνπ αθνξνύλ ηηο ξίδεο ηεο θαη 

ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο. 

2.3  Κεθάλαιο 3 : Παπάγωγορ 

΢' απηή ηελ ελόηεηα νη καζεηέο δηεξεπλνύλ ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο θακπύιεο ζ' έλα ζεκείν ηεο. Μ' άιια ιόγηα κειεηνύλ ηελ έλλνηα ηνπ 

παξάγσγνπ αξηζκνύ ζε έλα ζεκείν κηαο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ηελ παξάγσγν 

ζπλάξηεζε πνπ πξνθύπηεη σο ζπλάξηεζε ησλ παξαγώγσλ ηεο ζε όια ηα ζεκεία ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

Αθόκα, κειεηνύλ ηνλ ηξόπν ζύλδεζεο ηεο έλλνηαο ηεο παξαγώγνπ κε ηηο ηδηόηεηεο ηεο 

κνλνηνλίαο, ησλ αθξνηάησλ θαη ηεο θπξηόηεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη 

ρξεζηκνπνηνύλ ηελ παξάγσγν γηα λα ιύζνπλ πξνβιήκαηα κεγίζησλ - ειαρίζησλ πνπ 

κεξηθά από απηά πεξηέρνληαη ζην ζρνιηθό βηβιίν.  

Πεξηέρεη ηξία ζελάξηα γηα ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ζπλάξηεζεο θαη ησλ ζρεηηθώλ 

κε απηή ηελ έλλνηα 

2.3.1  ΢ελάξην 1 

Σν ζελάξην απηό αθνξά ζηελ έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο. Οη καζεηέο 

πξνζεγγίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο θιίζεο θαη ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο θαη κέζσ απηώλ ζηελ 

έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο ζε έλα ζεκείν ηεο.  

2.3.2  ΢ελάξην 2 

Με ην δεύηεξν ζελάξην νη καζεηέο εκπιέθνληαη ζηνλ νξηζκό ηεο παξαγώγνπ 

ζπλάξηεζεο κε ηε βνήζεηα ηεο κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. 

2.3.3   ΢ελάξην 3 

΢ην ηξίην ζελάξην νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηα ζεκαληηθά ζεσξήκαηα ηνπ 

δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ, όπσο ην ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο, ην ζεώξεκα ηεο κνλνηνλίαο 

θαη ησλ αθξνηάησλ, ην ζεώξεκα ηεο θπξηόηεηαο θαη ηέινο δηεξεπλνύλ ηελ έλλνηα ηεο 

αζύκπησηεο κηαο ζπλάξηεζεο 

2.3.4   ΢ελάξην 4 

΢ην ηειεπηαίν ζελάξην νη καζεηέο εκπιέθνληαη κε πξνβιήκαηα κεγίζησλ - ειαρίζησλ 

ηα νπνία πεξηέρνληαη ζην ζρνιηθό βηβιίν.  
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2.4 Κεθάλαιο 4 : Ολοκλήπωμα 

Με ηελ ελόηεηα απηή ζπκπιεξώλνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ όπσο 

πεξηέρνληαη ζην ζρνιηθό βηβιίν. Οη έλλνηεο θαη νη ηδηόηεηεο ηνπ νινθιεξσηηθνύ 

ινγηζκνύ δηαπξαγκαηεύνληαη κε ηξόπνπο αλάινγνπο κε απηνύο ησλ πξνεγνύκελσλ 

ελνηήησλ. Οη καζεηέο έρνπλ ηελ επθαηξία λα δηαπξαγκαηεπηνύλ ηελ έλλνηα ηνπ 

αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο ζε ζηελή ζρέζε κε απηή ηεο παξαγώγνπ θαη ζηε ζπλέρεηα 

αθνύ δηεξεπλήζνπλ ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηνπ εκβαδνύ ρσξίσλ ηα νπνία νξίδνληαη 

κε ηε βνήζεηα ζπλαξηήζεσλ, ζπλδένπλ κε απιό ηξόπν ηηο δπν έλλνηεο, ηνπ αόξηζηνπ 

νινθιεξώκαηνο θαη ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη θάησ από κηα ζπλάξηεζε. 

Πεξηέρεη ηξία ζελάξηα γηα ηηο έλλνηεο ηνπ νινθιεξώκαηνο  

2.4.1 ΢ελάξην 1 

Σν πξώην ζελάξην αλαθέξεηαη ζηελ έλλνηα ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο 

δηεξεπλνύλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ηεο αξρηθήο κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο.  

2.4.2 ΢ελάξην 2 

΢ην δεύηεξν ζελάξην νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ 

ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη είηε από κηα ζπλάξηεζε. Γηαηξώληαο ην ρσξίν ζε νξζνγώληα 

ίζνπ πιάηνπο θαη ζπλδένπλ ην απνηέιεζκα ηεο κέηξεζεο κε ηελ ηηκή πνπ δίλεη ε 

αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο δεδνκέλεο ζε ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Γειαδή ζπλδένπλ ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κε ην αόξηζην νινθιήξσκα, δειαδή κε ην νξηζκέλν 

νινθιήξσκα.  

2.4.3 ΢ελάξην 3 

΢ην ηειεπηαίν ζελάξην νη καζεηέο δηεξεπλνύλ ην ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ 

νινθιεξσηηθνύ ινγηζκνύ θαζώο θαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κεηαμύ δπν 

ζπλαξηήζεσλ είηε κεηαμύ κηαο ζπλάξηεζεο θαη ηεο εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο.  

2.5 Κεθάλαιο 5 : Μιγαδικοί απιθμοί 

Ζ ελόηεηα απηή δηαπξαγκαηεύεηαη ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο θαη ηελ αλαπαξάζηαζή 

ηνπο ζην κηγαδηθό επίπεδν. ΢ην κηγαδηθό επίπεδν νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ 

αλαπαξάζηαζε ησλ ζπδπγώλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη δηεξεπλνύλ ζρέζεηο πνπ 

ζπλδένληαη ζηελά κε ην κέηξν ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ.  Αθόκα, θαζώο κπνξνύλ λα 

δηαπξαγκαηεύνληαη κηγαδηθνύο αξηζκνύο ησλ νπνίσλ ην πξαγκαηηθό ή θαη ην 

θαληαζηηθό κέξνο ηνπο κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη, έξρνληαη ζε επαθή κε ηηο έλλνηεο 

ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ θαη ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ απηώλ. Πεξηέρεη δπν ζελάξηα γηα 

ηηο έλλνηεο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

2.5.1  ΢ελάξην 1 

Σν ζελάξην απηό αθνξά ην κηγαδηθό επίπεδν, ηνλ ηξόπν αλαπαξάζηαζεο ησλ 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ ζ' απηό. Αθόκα νη καζεηέο δηεξεπλνύλ ζρέζεηο κεηαμύ κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ, ησλ ζπδπγώλ ηνπο θαη ησλ κέηξσλ ηνπο.  

2.5.2  ΢ελάξην 2 

Σν δεύηεξν ζελάξην αθνξά ζηνπο γεσκεηξηθνύο ηόπνπο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

θαζώο θαη ζηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο θακπύισλ πνπ νξίδνληαη ζην κηγαδηθό επίπεδν. 
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3 Κεθάιαην 1 : Η έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 

3.1 ΢ενάπιο 1 : Η έννοια ηηρ ζςνάπηηζηρ 

 

 

 

3.1.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

Ζ θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε  ηελ έλλνηα 

ηεο κεηαβνιήο θαη ηεο ζπκκεηαβνιήο δπν πνζνηήησλ. Οη καζεηέο ζπλήζσο 

εκπιέθνληαη κε ηηο έλλνηεο απηέο είηε κέζσ ζηαηηθώλ θαηλνκέλσλ είηε κέζσ ηεο 

αληηζηνηρίαο ηηκώλ ηεο αλεμάξηεηεο θαη ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβνιήο Οη 

πξνηεηλόκελεο δξαζηεξηόηεηεο δίλνπλ ηελ επθαηξία ζηνπο καζεηέο λα εκπιαθνύλ 

άκεζα κε θαηλόκελα ηα νπνία κπνξνύλ λα ρεηξίδνληαη άκεζα, λα ηα ηξνπνπνηνύλ θαη 

κεηαβάιινληαο δπλακηθά κηα πνζόηεηα λα πξνθαινύλ ηε κεηαβνιή άιισλ 

πνζνηήησλ. Ζ γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ησλ πνζνηήησλ απηώλ ζε πξαγκαηηθό ρξόλν 

δίλεη ζηνπο καζεηέο ηε δπλαηόηεηα λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν πνπ εμειίζζνληαη νη 

κεηαβνιέο απηέο θαη λα θαηαλννύλ ηε ζρέζε απηώλ, δειαδή ηε ζπκκεηαβνιή ηνπο.  

3.1.2 ΢ηόρνη 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο κεηαβνιήο κηαο πνζόηεηαο. 

 Να εθθξάζνπλ ηε κεηαβνιή κηαο πνζόηεηαο σο ζπλερή κεηαβνιή ησλ ηηκώλ ηεο. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπκκεηαβνιήο κηαο πνζόηεηαο. 

 Να εθθξάζνπλ ηε ζπκκεηαβνιή δπν πνζνηήησλ σο εμάξηεζε ησλ ηηκώλ ηεο κηαο 

από ηηο ηηκέο ηεο άιιεο.  

 Να πεξηγξάςνπλ ηε ζπκκεηαβνιή ησλ πνζνηήησλ από ην γξάθεκα απηώλ. 
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 Να εθθξάζνπλ πνηνηηθά ηδηόηεηεο ηεο ζπκκεηαβνιήο ησλ δπν πνζνηήησλ. 

3.1.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπληαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Ωζηόζν ε 

δνκή ηνπο εμππεξεηεί θαη ηελ έληαμή ηνπο ζε ηάμε πνπ έρεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηήλ ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηε δηεξεύλεζε πνπ θάπνηνο άιινο δηεμάγεη ελώ νη ίδηνη 

παξεκβαίλνπλ ζηε δηεξεύλεζε εθθξάδνληαο ηε δηθή ηνπο ζηξαηεγηθή. Μ’ άιια ιόγηα  

ζηε δηεξεύλεζε ζπκκεηέρεη όιε ε ηάμε ελώ ηελ επζύλε ηεο δηεμαγσγήο ηεο 

δηεξεύλεζεο έρεη ν δηδάζθσλ. Απηό ζεκαίλεη όηη ν ίδηνο ν δηδάζθσλ πξέπεη αθελόο λα 

επηδηώθεη λα ζπδεηεζνύλ ζηε ηάμε όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο θαη 

αθεηέξνπ λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο ζηξαηεγηθέο 

απηέο θαζώο θαη ηηο δηαθνξεηηθέο εθβάζεηο ηνπο. Άξα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα 

πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε 

καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο. Απηό ζεκαίλεη, όηη νη κηθξόθνζκνη έρνπλ ζρεδηαζηεί ώζηε λα 

ελζσκαηώλνπλ καζεκαηηθέο δνκέο νη νπνίεο είλαη δπλαηόλ λα αλαδύνληαη θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο δηεξεύλεζεο, κε ζθνπό ηελ απάληεζε ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην 

πιαίζην απηό αιιά θαη απηώλ πνπ νη ίδηνη νη καζεηέο ή ν δηδάζθσλ κπνξεί λα ζέζεη. 

Σα ελζσκαησκέλα ζηνπο κηθξόθνζκνπο εξγαιεία δίλνπλ ζηνπο καζεηέο ηε 

δπλαηόηεηα  

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνληαη κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ην πξόβιεκα κε ηνλ απηνθηλεηόδξνκν, ζηε δεύηεξε έλα ζεώξεκα 

από ηελ γεσκεηξία ηεο Β’ Λπθείνπ (δύλακε ζεκείνπ σο πξνο θύθιν), ζηε ηξίηε ηε 

ζρέζε ηνπ εκβαδνύ ελόο γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο κε ην κήθνο ηεο πιεπξάο πνπ ην 
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πξνζδηνξίδεη θαη ζηελ ηέηαξηε ηε ζρέζε πνπ έρνπλ νη απνζηάζεηο πνπ δηήλπζε θαη 

πνπ ππνιείπεηαη λα δηαλύζεη έλαο δξνκέαο. 

Καη ζηηο ηέζζεξηο δξαζηεξηόηεηεο νη καζεηέο θαινύληαη λα εξεπλήζνπλ θαη λα 

πεξηγξάςνπλ (κε καζεκαηηθνύο όξνπο), αξρηθά ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο θάζε πνζόηεηαο 

μερσξηζηά θαη ζηε ζπλέρεηα ηνλ ηξόπν ζπκκεηαβνιήο ησλ δπν πνζνηήησλ 

εμεξεπλώληαο (1) ηελ κεηαβνιή ησλ δπν κεγεζώλ νπηηθά, (2) ηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο 

ησλ δπν κεγεζώλ θαη (3) ην γξάθεκά ηεο κεηαβνιήο ησλ δπν κεγεζώλ όηαλ ην έλα 

κέγεζνο ζεσξείηαη σο αλεμάξηεηε θαη ην άιιν σο εμαξηεκέλε κεηαβιεηή.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη,  

 ηελ έλλνηα ηεο κεηαβνιήο κηαο πνζόηεηαο σο κηα ζπλερή δηαδηθαζία αιιαγήο 

ηεο αξηζκεηηθήο ηεο ηηκήο,  

 ηελ έλλνηα ηεο ζπκκεηαβνιήο δπν πνζνηήησλ σο εμάξηεζε ηεο κηαο 

κεηαβιεηήο από ηελ άιιε.  

Σν γξάθεκα πνπ απηόκαηα πξνθύπηεη από ην πξόγξακκα σο απνηέιεζκα ηεο 

αιιεινεμάξηεζεο ησλ δπν κεηαβιεηώλ πνζνηήησλ, απνηειεί έλα πεδίν πνηνηηθήο 

εξκελείαο ηεο ζπκκεηαβνιήο  ηνπο. Γηα παξάδεηγκα, ε δηαθνξεηηθή κνξθή πνπ έρεη 

ζε ζρέζε κε ηηο ζέζεηο ησλ δύν πόιεσλ, ζηελ πξώηε εξγαζία, ζα δώζεη ηελ επθαηξία 

ζηνπο καζεηέο λα δηαθξίλνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο ζε ζρέζε κε άιιεο κνξθέο 

ζπκκεηαβνιήο θαη λα εμάγνπλ ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ έλλνηα απηήο. Ο 

εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα θαηεπζύλεη ηνπο καζεηέο λα εμεηάζνπλ ηηο πεξηπηώζεηο πνπ 

θαη νη δπν (ή ε κία κόλν) πόιεηο είλαη πάλσ ζηνλ απηνθηλεηόδξνκν, λα εθθξάζνπλ 

ηνλ ηξόπν ζπκκεηαβνιήο ησλ δπν απνζηάζεσλ θαη λα ηνλ ζπγθξίλνπλ κε άιιεο 

πεξηπηώζεηο. Οη επόκελεο δξαζηεξηόηεηεο είλαη εζηηαζκέλεο ζηελ έλλνηα ηεο 

ζπλάξηεζεο ηελ νπνία νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη λα εθθξάζνπλ 

αιγεβξηθά όπσο γηα παξάδεηγκα ζηε δύλακε ζεκείνπ σο πξνο θύθιν. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή νη καζεηέο κπνξνύλ λα δηαθξίλνπλ ηελ ζπκκεηαβνιή ησλ δπν 

απνζηάζεσλ σο ζπλάξηεζε εθκεηαιιεπόκελνη (1) ηα πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

γξαθήκαηνο, ηηο γλώζεηο πνπ έρνπλ από ηε γεσκεηξία αιιά θαη ηελ εκπεηξία πνπ 

απέθηεζαλ από ηελ πξώηε δξαζηεξηόηεηα. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από 

ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ απηή ηε ζπκκεηαβνιή σο αιγεβξηθή ζρέζε αθνύ 

εθθξάζνπλ ηελ κηα κεηαβιεηή σο ζπλάξηεζε ηεο άιιεο. Αλάινγεο δηαδηθαζίεο 

πξνβιέπνληαη θαη γηα ηηο επόκελεο δξαζηεξηόηεηεο.  
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ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

Δηζαγσγή ζηελ 

έλλνηα ηεο 

ζπκκεηαβνιήο 

ΌΛΟΗ 

Μεηαβνιή κηαο πνζόηεηαο θαη 

ζπκκεηαβνιιή δπν πνζνηήησλ. 

Έθθξαζε ηεο ζπκκεηαβνιήο κέζσ 

γξαθήκαηνο. Ζ έλλνηα ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 2 

Δηζαγσγή ζηελ 

έλλνηα ηεο 

έθθξαζεο ηεο 

ζπκκεηαβνιήο 

(ζπλάξηεζεο) 

ΌΛΟΗ 

Έθθξαζε ηεο ζπκκεηαβνιήο κέζσ 

γξαθήκαηνο θαη αιγεβξηθήο 

εμίζσζεο. 

Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 3 

Ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο από ηε 

γξαθηθή ηεο 

παξάζηαζε. 

ΌΛΟΗ 

Έθθξαζε ηεο ζπκκεηαβνιήο κέζσ 

γξαθήκαηνο θαη αιγεβξηθήο 

εμίζσζεο. Ζ έλλνηα ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 4 
Παξαδείγκαηα 

ζπλαξηήζεσλ 
ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Έθθξαζε ηεο ζπκκεηαβνιήο κέζσ 

γξαθήκαηνο θαη αιγεβξηθήο 

εμίζσζεο. 
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3.1.4  Δξγαζία 1: Ο απηνθηλεηόδξνκνο 

Γπν πόιεηο Α θαη Β βξίζθνληαη θνληά ζε έλαλ απηνθηλεηόδξνκν. Έλα "θηλεηό" 

θαζώο θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ απηνθηλεηόδξνκνπ κπνξεί, κε ηε βνήζεηα ελόο 

νξγάλνπ, λα κεηξά ζπλερώο ηηο απνζηάζεηο ηνπ από ηηο δπν πόιεηο. Μπνξείηε λα 

εξεπλήζεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ απνζηάζεσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Πώο κεηαβάιιεηαη θάζε απόζηαζε θαζώο ην θηλεηό θηλείηαη ζηνλ 

απηνθηλεηόδξνκν; 

2.  Πώο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν απνζηάζεηο; 

3.  Γηεξεπλήζηε εηδηθέο πεξηπηώζεηο. Γηα παξάδεηγκα δηεξεπλήζηε:  

 ΢ε πνηα ζέζε ησλ πόιεσλ ε ζπκκεηαβνιή ησλ απνζηάζεσλ είλαη γξακκηθή; 

 Πώο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν απνζηάζεηο όηαλ νη δπν πόιεηο είλαη 

ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηνλ άμνλα ηνπ δξόκνπ; 

 Πώο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν απνζηάζεηο αλ ε κία πόιηο (ή θαη νη δπν) 

βξίζθεηαη πάλσ ζηνλ απηνθηλεηόδξνκν. 

4. Μπνξείηε λα βξείηε ζε πνηέο πεξηπηώζεηο ε ζπκκεηαβνιή είλαη ζπλάξηεζε; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ 

θάλαηε. Πεξηγξάςηε κε δηθά ζαο ιόγηα πώο κεηαβάιιεηαη θάζε κηα απόζηαζε θαζώο 

θαη πώο ε κεηαβνιή ηεο κηαο επεξεάδεη ηελ κεηαβνιή ηεο άιιεο. ΢πδεηήζηε αλ 

γεληθά ε ζπκκεηαβνιή ησλ δπν απνζηάζεσλ είλαη ζπλάξηεζε ή ζε πνηέο πεξηπηώζεηο 

απηή είλαη ζπλάξηεζε. Δμεγήζηε πώο πξέπεη λα ζπκκεηαβάιινληαη γηα λα είλαη απηή 

ε ζπκκεηαβνιή ζπλάξηεζε. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

ΓΙΑ ΣΗΝ ΔΙΑΧΕΙΡΙ΢Η ΣΩΝ ΕΡΓΑΛΕΙΩΝ ΣΟΤ ΜΙΚΡΟΚΟ΢ΜΟΤ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να επηιέγνπλ θάζε θνπκπί ώζηε λα κπνξνύλ λα παξαηεξνύλ ηε κηα απόζηαζε 

ή θαη ηηο δπν. 

 Να θηλνύλ ην «Κηλεηό» θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο θάζε 

απόζηαζεο μερσξηζηά. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη λα παξαθνινπζνύλ πώο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν 

απνζηάζεηο. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο ζέζεηο ησλ δπν πόιεσλ. 

 Να κελ μερλνύλ λα παξαθνινπζνύλ θαη ην γξάθεκα θαη ηε κεηαβνιή ησλ δπν 

απνζηάζεσλ θαζώο θαη ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ.  
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ΓΙΑ ΣΙ΢ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα θάζε απόζηαζε:  

 Πόηε κεγαιώλεη. 

 Πόηε κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ε κεγαιύηεξε δπλαηή. 

 Γηα ηηο δπν απνζηάζεηο: 

 Πόηε κεγαιώλνπλ θαη νη δύν. 

 Πόηε ελώ κεγαιώλεη ε κηα ε άιιε κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ίζεο 

 Γηα ην γξάθεκα: 

 ΢ε πόζεο πεξηπηώζεηο ην θηλεηό απέρεη ηελ ίδηα απόζηαζε από ηελ κηα 

πόιε θαη δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο από ηελ άιιε πόιε; 

 ΢ε πνηα πεξίπησζε δελ ηζρύεη ε πξνεγνύκελε θαηάζηαζε; (Γειαδή δελ 

ππάξρνπλ δπν ζέζεηο όπνπ ην θηλεηό απέρεη ίζεο απνζηάζεηο από ηε κηα 

πόιε θαη δηαθνξεηηθέο από ηελ άιιε)  

 Πόηε είλαη επζεία θαη ηη ζεκαίλεη απηό; 

 Πώο κεηαβάιινληαη νη απνζηάζεηο ζηηο εηδηθέο πεξηπηώζεηο  

i. πνπ ε κία πόιε είλαη πάλσ ζηνλ απηνθηλεηόδξνκν, 

ii. θαη νη δύν βξίζθνληαη ζε ζέζεηο ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηνλ άμνλα 

ηνπ δξόκνπ, 

iii.  θαη νη δπν βξίζθνληαη ζηελ ίδηα πιεπξά ηνπ δξόκνπ. 

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Καζώο ην θηλεηό θηλείηαη από θάησ αξηζηεξά, ε θάζε απόζηαζε αξρηθά κεηώλεηαη θαη 

αθνύ απνθηήζεη κηα ειάρηζηε απόζηαζε αξρίδεη λα κεγαιώλεη όζν ην θηλεηό 

απνκαθξύλεηαη από ηελ πόιε. 

Διερεύνηση 2 

Δύθνια κπνξνύλ λα παξαηεξήζνπλ θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ γξαθήκαηνο όηη ζπλήζσο 

όηαλ ε κηα απόζηαζε κεγαιώλεη, κεγαιώλεη θαη ε άιιε. ΢ε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο 

όηαλ ε κηα κεγαιώλεη ε άιιε κηθξαίλεη.  

Διερεύνηση 3 

Γηα παξάδεηγκα, γηα ηελ απόζηαζε ηεο πόιεο Β 8,48 κπνξνύλ λα βξνπλ δπν ζέζεηο κε 

απνζηάζεηο από ηε πόιε Α 4,47 θαη 11,64.  Γξακκηθή είλαη ζε δηάθνξεο πεξηπηώζεηο. 

Μηα πεξίπησζε είλαη όηαλ νη δπν πόιεηο ηαπηίδνληαη. Γεληθά όηαλ ην γξάθεκά ηνπο 
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είλαη κηα γξακκή. Όηαλ νη δπν πόιεηο είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηνλ δξόκν ην 

γξάθεκα είλαη κηα γξακκή. Όηαλ ε κηα ή θαη ε δπν πόιεηο βξίζθνληαη ζηνλ 

απηνθηλεηόδξνκν ην γξάθεκα είλαη έλα είδνο αλνηθηνύ πνιπγώλνπ. ΢ηελ πξώηε 

πεξίπησζε ε κηα θνξπθή ηνπ πνιπγώλνπ αλήθεη ζηνλ έλα άμνλα θαη ζηε δεύηεξε θαη 

νη δπν θνξπθέο ηνπ. Απηό κπνξεί λα εμεγεζεί θαζώο όηαλ ην θηλεηό θηάζεη ζηε κηα 

πόιε ε απόζηαζε από απηή γίλεηαη 0. Έηζη ην αληίζηνηρν ζεκείν ζην γξάθεκα αλήθεη 

ζηνλ άμνλα πνπ πεξηγξάθεη ηελ άιιε απόζηαζε.  

Διερεύνηση 4 

Ζ ζπκκεηαβνιή είλαη ζπλάξηεζε ζηηο πεξηπηώζεηο πνπ ζην γξάθεκα δελ ππάξρεη 

δηπιή γξακκή, όπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε πνπ νη δπν πόιεηο ηαπηίδνληαη ή 

όηαλ είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηνλ δξόκν.  

Ανακεφαλαίωση 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξνπζηάζνπλ ζηε ηάμε ηα απνηειέζκαηα ησλ 

δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Βνεζήζηε ηνπο λα θαηαιήμνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά 

κε ην ζέκα ηεο δηεξεύλεζεο.  
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3.1.5 Δξγαζία 2: Η θίλεζε ζεκείνπ ζε θύθιν 

Τν ζεκείν Μ κπνξεί λα θηλείηαη ειεύζεξα πάλσ ζηνλ θύθιν. Δξεπλήζηε ηνλ 

ηξόπν πνπ κεηαβάιινληαη ηα δπν ηκήκαηα ζηα νπνία δηαηξείηαη ε ρνξδή ΑΜ από 

ην ζεκείν Σ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Πώο κεηαβάιιεηαη θάζε κήθνο θαζώο ην ζεκείν θηλείηαη ζηνλ θύθιν; 

2.  Πώο ζπκκεηαβάιινληαη ηα κήθε ησλ δπν επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ ΢Α θαη ΢Μ; 

3. Γηεξεπλήζηε εηδηθέο πεξηπηώζεηο. Γηα παξάδεηγκα δηεξεπλήζηε:  

 Πώο ζα ζπκκεηαβάιινληαη ηα κήθε ησλ ΢Μ θαη ΢Α όηαλ κεηαθηλήζεηε ην ΢ 

ώζηε λα είλαη πάλσ ζηνλ θύθιν; 

 Πώο ζα ζπκκεηαβάιινληαη ηα κήθε ησλ ΢Μ θαη ΢Α όηαλ κεηαθηλήζεηε ην ΢ 

ώζηε λα είλαη εθηόο ηνπ θύθινπ; 

 Πώο ζα ζπκκεηαβάιινληαη ηα κήθε ησλ ΢Μ θαη ΢Α όηαλ κεηαθηλήζεηε ην ΢ 

ώζηε λα είλαη ζην θέληξν ηνπ θύθινπ; 

4.  Μπνξείηε λα βξείηε κηα εμίζσζε (έλα ηύπν) πνπ λα πεξηγξάθεη ηε ζπκκεηαβνιή 

ησλ ΢Μ θαη ΢Α; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ 

πνπ θάλαηε. Πεξηγξάςηε κε δηθά ζαο ιόγηα ρξεζηκνπνηώληαο θαη ην γξάθεκα ησλ 

δπν απνζηάζεσλ, πώο ε κεηαβνιή ηεο κηαο απόζηαζεο επεξεάδεη ηελ κεηαβνιή ηεο 

άιιεο. Δμεγήζηε γηαηί απηή ε ζπκκεηαβνιή είλαη ζπλάξηεζε.  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

ΓΙΑ ΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙ΢Η ΣΩΝ ΕΡΓΑΛΕΙΩΝ ΣΟΤ ΜΙΚΡΟΚΟ΢ΜΟΤ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Κηλήζηε ην ζεκείν Μ θαη παξαθνινπζήζηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ Μ΢ θαη 

Α΢  μερσξηζηά. 

 Κηλήζηε ην ζεκείν Μ θαη παξαθνινπζήζηε πώο ζπκκεηαβάιινληαη ηα δπν 

επζύγξακκα ηκήκαηα. 

 Πεξηγξάςηε κε δηθά ζαο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο. 

 Μεηαβάιεηε ηε ζέζε ηνπ ΢ ή ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ. 

 Μελ μερλάηε λα παξαθνινπζείηε θαη ην γξάθεκα θαη ηελ κεηαβνιή ησλ δπν 

απνζηάζεσλ θαζώο θαη ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ.  

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα θάζε ηκήκα:  

 Πόηε κεγαιώλεη. 
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 Πόηε κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ε κεγαιύηεξε δπλαηή. 

 Γηα ηα δπν ηκήκαηα: 

 Ση ζπκβαίλεη ζην έλα ηκήκα όηαλ κεγαιώλεη ην άιιν; 

 Πόηε είλαη ίζα 

 Γηα ην γξάθεκα: 

 Ση ζπκβαίλεη κε ηα δπν επζύγξακκα ηκήκαηα όηαλ ην ζεκείν Γ βξίζθεηαη 

ζην αλώηεξν ζεκείν ηεο θακπύιεο θαη ηη ζπκβαίλεη όηαλ βξίζθεηαη ζην 

θαηώηεξν ζεκείν; 

 Πόηε ην γξάθεκα πιεζηάδεη ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη πόηε 

απνκαθξύλεηαη; 

 Πώο πξέπεη λα κεηαβάιινληαη νη απνζηάζεηο ώζηε   

i. ην ζεκείν Γ λα θαηέξρεηαη ηεο θακπύιεο 

ii. ην ζεκείν Γ λα αλέξρεηαη ηεο θακπύιεο. 

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Κάζε κήθνο άιινηε κηθξαίλεη θαη άιινηε κεγαιώλεη. 

Διερεύνηση 2 

Όηαλ κεγαιώλεη ην έλα ην άιιν κηθξαίλεη.  

Διερεύνηση 3 

Όηαλ ην ζεκείν ΢ αλήθεη ζηνλ θύθιν ηόηε ηαπηίδεηαη κε ην Μ ή ην Α θαη επνκέλσο ε 

κηα απόζηαζε είλαη 0 θαη άξα νη δπν απνζηάζεηο δελ ζπκκεηαβάιινληαη.  Όηαλ ην ΢ 

κεηαθηλεζεί εθηόο ηνπ θύθινπ ζπκβαίλεη ην εμήο. Όζν ην Α είλαη κεηαμύ ησλ ΢ θαη Μ 

(δειαδή ζην έλα ηόμν πνπ νξίδνπλ νη εθαπηόκελεο από ην ΢ ζηνλ θύθιν) θαη ζην έλα 

εκηθύθιην από απηά πνπ νξίδεη ε ΢Ο ε ζπκκεηαβνιή είλαη κηα ππεξβνιή. Γειαδή ηα 

δπν κεγέζε έρνπλ γηλόκελν ζηαζεξό. Όηαλ ην Μ κεηαθεξζεί ζην άιιν ηεηαξηεκόξην 

ε ζπκκεηαβνιή επαλαιακβάλεηαη. Όηαλ ην Α πάςεη λα είλαη αλάκεζα  ζηα ΢ θαη Μ 

ηόηε ην Α ηαπηίδεηαη κε ην Μ θαη έηζη ε ζπκκεηαβνιή ησλ ΢Α θαη ΢Μ είλαη γξακκηθή 

(δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ηνπ 1
νπ

 ηεηαξηεκνξίνπ)  δηόηη απηέο είλαη ίζεο. Όηαλ ην ΢ 

κεηαθεξζεί ζην θέληξν Ο νη δπν απνζηάζεηο παξακέλνπλ ζηαζεξέο θαη ίζεο άξα δελ 

ππάξρεη ζπκκεηαβνιή θαη ζην γξάθεκα έρνπκε έλα ζεκείν.  

Διερεύνηση 4 

Όηαλ ην ζεκείν ΢ είλαη εληόο ηνπ θύθινπ, ε ζρέζε είλαη ΢Α 
.
 ΢Μ = ζηαζεξό = ξ

2
 - 

(΢Ο)
2
. Γειαδή ηα δπν πνζά είλαη αληηζηξόθσο αλάινγα θαη γη’ απηό ην γξάθεκα έρεη 

ην ζρήκα ηεο ππεξβνιήο. Άξα αλ ην έλα νλνκαζηεί ρ θαη ην άιιν ς ηζρύεη ς=α/ρ 

όπνπ α ην δεύηεξν κέινο ηεο πην πάλσ ζρέζεο. ΢ηελ άιιε πεξίπησζε πνπ έρνπκε 

ζπκκεηαβνιή είλαη όηαλ ην ΢ είλαη εθηόο θύθινπ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε 

πνπ εθθξάδεη ηελ ζπκκεηαβνιή έρεη δπν θιάδνπο. Ό έλαο είλαη ηεο κνξθήο ς=α/ρ 
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όηαλ ην ρ = ΢Μ είλαη κεγαιύηεξν από ην ς =΢Α θαη ηελ κνξθή ς=ρ όηαλ ρ= ΢Μ είλαη 

κηθξόηεξν ή ίζν ηνπ ΢Α. (Πξνθαλώο ζηε δεύηεξε πεξίπησζε ε θαηαζθεπή ηνπ 

κηθξόθνζκνπ έγηλε έηζη ώζηε λα κελ ηζρύεη πάληνηε ην ζεώξεκα ηεο δύλακηο ζεκείνπ 

σο πξνο θύθιν)   

Ανακεφαλαίωση 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξνπζηάζνπλ ζηε ηάμε ηα απνηειέζκαηα ησλ 

δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Βνεζήζηε ηνπο λα θαηαιήμνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά 

κε ην ζέκα ηεο δηεξεύλεζεο.  
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3.1.6 Δξγαζία 3: Ο δξνκέαο 

Έλαο δξνκέαο ζθνπεύεη λα μεθηλήζεη από ην ζεκείν Α κε ζθνπό λα θηάζεη ζην 

λεζί Ο θάλνληαο ηνλ ιηγόηεξν δπλαηό ρξόλν. Γλσξίδεη όηη ε κέγηζηε ηαρύηεηα κε 

ηελ νπνία κπνξεί λα ηξέμεη είλαη 10 Κm/h ελώ κπνξεί λα θνιπκπήζεη κε 

ηαρύηεηα ην πνιύ 3 Km/h. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε πώο πξέπεη λα θηλεζεί γηα λα 

επηηύρεη ην ζθνπό ηνπ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1.  Κηλήζηε ην ζεκείν Μ από ην Α κέρξη ην Β θαη παξαηεξήζηε ην ίρλνο ηνπ 

ζεκείνπ ΢. Ση αλαπαξηζηά ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ ΢; 

2.  Πώο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν απνζηάζεηο α θαη β; 

3.  Γηεξεπλήζηε γηα ην πξόβιεκα ηνπ δξνκέα. ΢ύκθσλα κε ην πξόβιεκα, ν δξνκέαο 

κπνξεί λα θηλείηαη κε 5 Km/h θαη λα θνιπκπά κε ηαρύηεηα 2 Km/h. Μπνξείηε κε 

ηελ εληνιή "Redefine" λα θαζνξίζεηε ην ζεκείν ΢ λα αλαπαξηζηά ηνλ ηξόπν 

ζπκκεηαβνιήο ηεο απόζηαζεο α θαη ηνπ ρξόλνπ πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα θάλεη όιε 

ηε  δηαδξνκή από ην Α κέρξη ην λεζί Ο; Μπνξείηε λα βξείηε ζε πνηά πεξίπησζε 

ζα θάλεη ην ειάρηζην δπλαηό ρξόλν; 

4. ΢ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ππάξρεη ζρεδηαζκέλε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ς=15. Αλ επηιέμεηε "Redefine" Μπνξείηε λα ηξνπνπνηήζεηε ηνλ 

ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο. Πνηά ζπλάξηεζε πξέπεη λα πιεθηξνινγήζεηε ώζηε ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα ηαπηίδεηαη κε ηελ γξακκή ηνπ ίρλνπο ηεο;  

Αλαθεθαιαίσζε: Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξνπζηάζνπλ ζηε ηάμε ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Βνεζήζηε ηνπο λα θαηαιήμνπλ ζε 

ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ην ζέκα ηεο δηεξεύλεζεο.  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ην «Κηλεηό» θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο θάζε 

απόζηαζεο μερσξηζηά. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη na παξαθνινπζνύλ πώο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν 

απνζηάζεηο. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο ζέζεηο ησλ δπν πόιεσλ. 

 Να κελ μερλνύλ λα παξαθνινπζνύλ θαη ην γξάθεκα θαη ηε κεηαβνιή ησλ δπν 

απνζηάζεσλ θαζώο θαη ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ.  

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα θάζε απόζηαζε:  
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 Πόηε κεγαιώλεη. 

 Πόηε κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ε κεγαιύηεξε δπλαηή. 

 Γηα ηηο δπν απνζηάζεηο: 

 Πόηε κεγαιώλνπλ θαη νη δύν. 

 Πόηε ελώ κεγαιώλεη ε κηα ε άιιε κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ίζεο 

 Γηα ην γξάθεκα: 

 ΢ε πόζεο πεξηπηώζεηο ην θηλεηό απέρεη ηελ ίδηα απόζηαζε από ηελ κηα 

πόιε θαη δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο από ηελ άιιε πόιε; 

 ΢ε πνηα πεξίπησζε δελ ηζρύεη ε πξνεγνύκελε θαηάζηαζε; (Γειαδή δελ 

ππάξρνπλ δπν ζέζεηο όπνπ ην θηλεηό απέρεη ίζεο απνζηάζεηο από ηε κηα 

πόιε θαη δηαθνξεηηθέο από ηελ άιιε)  

 Πόηε είλαη επζεία θαη ηη ζεκαίλεη απηό; 

 Πώο κεηαβάιινληαη νη απνζηάζεηο ζηηο εηδηθέο πεξηπηώζεηο  

i. πνπ ε κία πόιε είλαη πάλσ ζηνλ απηνθηλεηόδξνκν, 

ii. θαη νη δύν βξίζθνληαη ζε ζέζεηο ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηνλ άμνλα 

ηνπ δξόκνπ, 

iii.  θαη νη δπν βξίζθνληαη ζηελ ίδηα πιεπξά ηνπ δξόκνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλαπαξηζηά ηε ζρέζε πνπ έρνπλ ηα κήθε α θαη β.  

Διερεύνηση 2 

Ζ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ ΢ αλαπαξηζηά ηε ζρέζε πνπ έρνπλ νη δπν 

κεηαβιεηέο α θαη β. Μάιηζηα θαζώο εκείο κπνξνύκε λα κεηαβάιινπκε ην κήθνο α 

(αλεμάξηεηε κεηαβιεηή) παξαθνινπζνύκε ην κήθνο β λα εμαξηάηαη από ην α. Όηαλ 

κεηώλεηαη ην κήθνο α απμάλεη ην κήθνο β θαη αληηζηξόθσο. Ζ αθξηβήο ζρέζε κπνξεί 

λα βξεζεί κε ηε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο. Γειαδή αλ ε απόζηαζε ΑΒ=20 θαη ε 

απόζηαζε ηνπ λεζηνύ είλαη 5 ηόηε ε δηαδξνκή β έρεη κήθνο β
2
=25+(ΜΒ)

2
. Γειαδή 

 22025 αβ  Απηή είλαη ε ζρέζε πνπ νξίδεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε.  

Διερεύνηση 3 

Δπηιέμηε ην λεζί Ο λα βξίζθεηαη ζηελ θαηαθόξπθε από ην Β θαη ζε απόζηαζε 5 

κνλάδεο. Αθόκα επηιέμηε ην κήθνο ΑΒ λα είλαη 20,2 κνλάδεο. ΢ύκθσλα κε ηελ 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε ην ζεκείν ΢ έρεη ζπληεηαγκέλεο (α,β). Γειαδή αλαπαξηζηά 

ηε ζρέζε ησλ απνζηάζεσλ α θαη β ζε θάζε ζέζε ηεο δηαδξνκήο ηνπ. Γηα ηελ 

απάληεζε ζηε δηεξεύλεζε απηή πξέπεη λα πιεθηξνινγήζνπκε  σο ζπληεηαγκέλεο ζην 

΢(α, α/5+β/2). 
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Διερεύνηση 4 

Πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=x/5+0.5*sqrt(25+(20.2-x)²). Δύθνια 

παξαηεξνύκε όηη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο θαη ην ίρλνο ηνπ ΢ ηαπηίδνληαη.  

 

Μπνξείηε λα δηεξεπλήζεηε ην ίδην ζέκα όηαλ ην κήθνο ΑΒ είλαη δηαθνξεηηθό ή ε 

απόζηαζε θαη ε ζέζε ηνπ Ο είλαη δηαθνξεηηθή θαη όηαλ ηα ζηνηρεία ηεο δηαδξνκήο 

επίζεο είλαη δηαθνξεηηθά. 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

36 

 

3.1.7 Δξγαζία 4: Η έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 

Οη πξνεγεζείζεο δξαζηεξηόηεηεο είραλ ζθνπό λα αλαδείμνπλ ηελ έλλνηα ηεο 

ζπλάξηεζεο σο ζπκκεηαβνιή δπν κεγεζώλ, κέζα από κνληέια θαη 

πξνζνκνηώζεηο ζην ςεθηαθό πεξηβάιινλ ηνπ ινγηζκηθνύ Geogebra.  

Γύν είλαη ηα θύξηα εξσηήκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ απηώλ ζηα νπνία θαιείζηε λα 

απαληήζεηε θαη λα ζπδεηήζεηε ζηε ηάμε.  

  Πόηε ε ζπκκεηαβνιή ησλ δπν πνζνηήησλ είλαη ζπλάξηεζε;  

  Πώο εθθξάδεηαη ε ζπκκεηαβνιή απηή αιγεβξηθά ζε θάζε κηα από απηέο ηηο 

πεξηπηώζεηο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Γηεξεπλήζηε ηε ζπκκεηαβνιή ησλ ζπληεηαγκέλσλ ζεκείνπ πνπ θηλείηαη ζε 

έιιεηςε ΢ηελ πεξηνρή ηνπ ινγηζκηθνύ, ζρεδηάζηε κηα έιιεηςε κε ηξία ζεκεία, 

επηιέγνληαο ηα ζεκεία (-3,0), (3,0) θαη (0,2). ΢ην ζρήκα πνπ πξνθύπηεη επηιέμηε 

έλα ζεκείν Α λα θηλείηαη ειεύζεξα θαη εκθαλίζηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν ζπκκεηαβνιήο ησλ δπν ζπληεηαγκέλσλ; 

Δίλαη ζπλάξηεζε ε ζπκκεηαβνιή απηή; Μπνξείηε λα νξίζεηε κηα ζπλάξηεζε κε 

βάζε ηηο ζπκκεηαβνιέο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζεκείνπ Α;; 

2. Διερεσνήζηε ηη ζσμμεηαβολή ηων ζσνηεηαγμένων ζημείοσ ποσ κινείηαι ζε εσθεία. 

΢ην πεξηβάιινλ εξγαζίαο ζρεδηάζηε κηα επζεία θαη έλα ζεκείν Α πάλσ ζε απηή. 

Μπορείηε να περιγράψεηε λεκηικά και αλγεβρικά ηον ηρόπο ζσμμεηαβολής ηων 

ζσνηεηαγμένων ηοσ ζημείοσ Α;  

3. Γηεξεπλήζηε ηε ζπκκεηαβνιή βάζεο θαη εκβαδνύ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ. 

΢ρεδηάζηε έλα ηζνζθειέο ηξίγσλν ηνπ νπνίνπ νη ίζεο πιεπξέο έρνπλ ζηαζεξό 

κήθνο 2 κνλάδεο.  Μπορείηε να βρείηε πώς ζσμμεηαβάλλονηαι ηο μήκος ηης βάζης 

ηοσ και ηο εμβαδόν ηοσ; 

4. Ζ ζπκκεηαβνιή θαη ε αληηζηνηρία ζεκείσλ. ΢ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο εκθαλίζηε 

έλα "δξνκέα" κε όλνκα "a", κήθνο 200 κνλάδεο από ην -4 έσο ην 4 θαη λα 

κεηαβάιεηαη αλά 1 κνλάδα (αύμεζε). Οξίζηε ζηε ζπλέρεηα δπν ζεκεία ην Α κε 

ζπληεηαγκέλεο (a,3) θαη ζηε ζπλέρεηα έλα δεύηεξν Β κε ζπληεηαγκέλεο (2*x(A), 

1). ΢ηε ζπλέρεηα ζρεδηάζηε ην δηάλπζκα ΑΒ θαη επηιέμηε ηα δπν ζεκεία λα 

αθήλνπλ ηα ίρλε ηνπο.  Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν ζπκεηαβνιήο ησλ 

δπν ζεκείσλ Α θαη Β θαζώο κεηαβάιεηε ηνλ δξνκέα; Ση ζα ζπκβεί αλ 

κεηαβάιεηε ηελ αύμεζε δηαδνρηθά ζε 0.5, 0.25, 0.125 θ.ν.θ;  

Αλαθεθαιαίσζε: Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξνπζηάζνπλ ζηε ηάμε ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Βνεζήζηε ηνπο λα θαηαιήμνπλ ζε 

ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ην ζέκα ηεο δηεξεύλεζεο.  
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ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να ρξεζηκνπνηήζνπλ ηα εξγαιεία ηνπ ινγηζκηθνύ γηα λα θαηαζθεπάζνπλ 

κόλνη ηνπο ηνλ αληίζηνηρν κηθξόθνζκν.  

 Να θηλνύλ ην εθάζηνηε ζεκείν θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ησλ ζρεηηθώλ κεγεζώλ. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο ζέζεηο ησλ δπν πόιεσλ. 

 Να κελ μερλνύλ λα παξαθνινπζνύλ θαη ην γξάθεκα θαη ηε κεηαβνιή ησλ δπν 

απνζηάζεσλ θαζώο θαη ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ.  

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα θάζε κέγεζνο  

 Πόηε κεγαιώλεη. 

 Πόηε κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ε κεγαιύηεξε δπλαηή. 

 Γηα ηα δπν κεγέζε: 

 Πόηε κεγαιώλνπλ θαη νη δύν. 

 Πόηε ελώ κεγαιώλεη ην έλα ην άιιν κηθξαίλεη. 

 Πόηε είλαη ίζα 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Με ηε βνήζεηα ησλ γλώζεώλ ηνπο από ηα καζεκαηηθά ηεο πξνεγνύκελεο ηάμεο 

αλακέλεηαη λα πξνζδηνξίζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο  .  

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα εκπιέμνπλ θαη ηελ θιίζε ηεο επζείαο θαη κε απηό ηνλ 

ηξόπν λα δηαηππώζνπλ ηελ ζπλάξηεζε ς=αρ+β γηα λα πεξηγξάςνπλ ηνλ ηξόπν 

ζπκκεηαβνιήο ησλ δπν ζπληεηαγκέλσλ.  

Διερεύνηση 3 
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Οη καζεηέο αλακέλεηαη αθνύ ιάβνπλ ππόςε ηνπο ηνλ ηύπν ηνπ εκβαδνύ ηξηγώλνπ λα 

πξνζδηνξίζνπλ ηελ ζπλάξηεζε  

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ηα ζεκεία Α θαη Β ζπκκεηαβάιινληαη 

θαζώο ν δξνκέαο θηλείηαη. Ο ηξόπνο πνπ ζπκκεηαβάιινληαη ηα Α θαη Β θαζνξίδεηαη 

από ην βήκα αιιαγήο ηνπ δξνκέα έηζη ώζηε ζε θάζε ζέζε ηνπ Α λα αληηζηνηρεί κηα 

ζέζε ηνπ Β.  Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ κε κεγαιύηεξε ζαθήλεηα ηελ 

έλλνηα ηεο αληηζηνηρίαο κεηαμύ ησλ ζέζεσλ ησλ δπν ζεκείσλ θαζώο θαη κηα 

βαζύηεξε ζύλδεζε απηήο κε ηελ έλλνηα ηεο ζπκκεηαβνιήο ησλ ζέζεσλ απηώλ.  
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3.2 ΢ΕΝΑΡΙΟ 2 : Μελέηη ηων βαζικών ΢ςναπηήζεων 

 

 

 

3.2.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ ηηο 

βαζηθέο ζπλαξηήζεηο, δειαδή ηηο πνιπσλπκηθέο, ηηο ξεηέο, ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο, ηηο 

εθζεηηθέο θαη ηηο ινγαξηζκηθέο. Καζώο έρνπλ ήδε εκπεηξίεο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο 

από ηα πξνεγνύκελα ζρνιηθά έηε ζα έρνπλ ηελ επθαηξία λα ηηο ρξεζηκνπνηήζνπλ γηα 

λα δηεξεπλήζνπλ δηάθνξεο κνξθέο ησλ ζπλαξηήζεσλ απηώλ θαζώο θαη λα εμεηάζνπλ 

δηάθνξεο ηδηόηεηεο απηώλ.   

Πνην ζπγθεθξηκέλα νη καζεηέο εκπιέθνληαη ζε δηαδηθαζίεο πξνζδηνξηζκνύ ηνπ ηύπνπ 

κηαο ζπλάξηεζεο ώζηε λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα όπσο:   

(1) Να δηέξρεηαη από θάπνηα ζεκεία 

(2) Να θηλείηαη παξάιιεια  

(3) Να ζρεκαηίδεη ην ζπκκεηξηθό γξάθεκα σο πξνο ηνπο δύν άμνλεο θαη θέληξν 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ 

(4) Να κεηαζρεκαηίδεηαη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε κέζσ 

κεηαζρεκαηηζκώλ.  

(5) Να πξνζδηνξίδεη κηα λέα ζπλάξηεζε κε έλα θαζνξηζκέλν ηξόπν (ζπκκεηξηθή 

σο πξνο ηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο ρνς) 

Έηζη, θαηαλννύλ ηελ αμία ησλ ηδηνηήησλ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη πνιύ πεξηζζόηεξν 

ηελ αμία ηνπ λα γλσξίδνπλ ηηο ηδηόηεηεο, λα κπνξνύλ λα ηηο αλαγλσξίδνπλ θαη λα ηηο 

νξίδνπλ κέζσ ηεο εμίζσζεο ή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο. Οη πξνηεηλόκελεο 

δξαζηεξηόηεηεο δίλνπλ ηελ επθαηξία ζηνπο καζεηέο λα εκπιαθνύλ άκεζα κε ηα 

γξαθήκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ απηώλ, ηα νπνία κπνξνύλ λα ρεηξίδνληαη άκεζα κε ην 
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πνληίθη ηνπο, θαζώο θαη κε ηελ εμίζσζή ηνπο ηελ  νπνία κπνξνύλ λα ηξνπνπνηνύλ θαη 

λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ. Έηζη, ε δηπιή αλαπαξάζηαζε ησλ βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ θαη 

ηδηαίηεξα ε άκεζε ζύλδεζε απηώλ ησλ κνξθώλ δίλεη ζηνπο καζεηέο ηε δπλαηόηεηα λα 

ηηο ρξεζηκνπνηνύλ σο εξγαιεία πξνθεηκέλνπ λα θαζνξίζνπλ ηηο δεηνύκελεο ηδηόηεηέο 

ηνπο.  

3.2.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο κε κεξηθέο από ηηο ηδηόηεηεο βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηελ ζύλδεζε ηνπ νξηζκνύ ηεο εμίζσζεο ηεο ζπλάξηεζεο κε  ηηο 

ηδηόηεηεο απηήο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ αλαγλώξηζε ηδηνηήησλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ από ην γξάθεκα θαη ηελ εμίζσζε απηήο. 

 Να θαηαλνήζνπλ ηε ζύλδεζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο κε  ηηο 

ηδηόηεηεο απηήο. 

 Να εθθξάζνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ γξαθεκάησλ πνπ ζπλδένληαη κε ηηο 

ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

3.2.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Ωζηόζν ε 

δνκή ηνπο εμππεξεηεί θαη ηελ έληαμή ηνπο ζε ηάμε πνπ έρεη κόλν έλα ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηε πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηελ δηεξεύλεζε πνπ θάπνηνο άιινο δηεμάγεη (δηδάζθσλ ή καζεηήο) 

ελώ νη ίδηνη παξεκβαίλνπλ ζηελ δηεξεύλεζε εθθξάδνληαο ηε δηθή ηνπο ζηξαηεγηθή. 

Μ’ άιια ιόγηα  ζηελ δηεξεύλεζε ζπκκεηέρεη όιε ε ηάμε ελώ ηελ επζύλε ηεο 

δηεμαγσγήο ηεο δηεξεύλεζεο έρεη ν δηδάζθσλ. Απηό ζεκαίλεη όηη ν ίδηνο ν δηδάζθσλ 

πξέπεη αθελόο λα επηδηώθεη λα ζπδεηεζνύλ ζηε ηάμε όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο 

δηεξεύλεζεο θαη αθεηέξνπ λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν πνπ ζα ρεηξηζηεί 

ηηο ζηξαηεγηθέο απηέο θαζώο θαη ηηο δηαθνξεηηθέο εθβάζεηο ηνπο. Άξα πξέπεη κε ηε 

ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ δηεξεύλεζεο, λα 

ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο εηθαζίεο ηνπ θαη 

λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε κεξηθώλ από ηηο ηδηόηεηεο απηώλ. Απηό 

ζεκαίλεη όηη νη κηθξόθνζκνί έρνπλ ζρεδηαζηεί ώζηε λα ελζσκαηώλνπλ ζπγθεθξηκέλεο  

βαζηθέο ζπλαξηήζεηο νη ηδηόηεηεο ησλ νπνίσλ είλαη δπλαηόλ λα αλαδύνληαη θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο δηεξεύλεζεο. Έηζη νη απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην 

πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη 

καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ 

απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ.  Σα 

ελζσκαησκέλα ζηνπο κηθξόθνζκνπο εξγαιεία δίλνπλ ζηνπο καζεηέο ηε δπλαηόηεηα:  
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 λα θάλνπλ πεηξάκαηα,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη κεξηθέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο, ζηε 

δεύηεξε ηδηόηεηεο κηαο ξεηήο ζπλάξηεζεο, ζηελ ηξίηε  ηδηόηεηεο ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ζηελ ηέηαξηε ηδηόηεηεο ηεο εθζεηηθήο θαη ηεο ινγαξηζκηθήο 

ζπλάξηεζεο. 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη,  

 ηε δηαζύλδεζε ησλ ηδηνηήησλ ηεο κε ηε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο κε ηελ εμίζσζή 

ηεο,  

 ηελ ελζσκάησζε ή κεηαβνιή ηδηνηήησλ κηαο ζπλάξηεζεο κέζσ ηεο κεηαβνιήο 

ηνπ γξαθήκαηνο ή ηεο εμίζσζήο ηεο.  

Γηα παξάδεηγκα, ην λα δηέξρεηαη ην γξάθεκα ηεο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο από ηξία 

ζπγθεθξηκέλα ζεκεία έρεη ζρέζε κε ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ηεο ν νπνίνο ηειηθά 

θαζνξίδεηαη από ηελ εμίζσζή ηεο. Έηζη ε ζρεηηθή δηεξεύλεζε αλακέλεηαη λα 

αλαδείμεη ηνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ζηε δηακόξθσζε ηεο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο.  

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα θαηεπζύλεη ηνπο καζεηέο λα εμεηάζνπλ αξρηθά πόηε ε 

ζπλάξηεζε επαιεζεύεηαη από έλα ζεκείν ή από δπν θαη ηέινο θαη από ηα ηξία ζεκεία. 

Οη επόκελεο δξαζηεξηόηεηεο, είλαη εζηηαζκέλεο ζηνπο θαλόλεο κεηαζρεκαηηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια κε ηνλ εαπηόλ ηεο 

είηε λα είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ αξρηθνύ σο πξνο άμνλα ή ζεκείν, είηε λα κεηαηνπίδεηαη 

νξηδόληηα ή θαηαθόξπθα είηε λα δηαζηέιιεηαη ή λα ζπζηέιιεηαη.   

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πξνβιέπνπλ ηελ εμίζσζή 

ηεο θαη λα ηελ εθθξάδνπλ θαη ζηε ζπλέρεηα λα επαιεζεύνπλ ηηο πξνβιέςεηο ηνπο.  
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ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία  1 
Πνιπσλπκηθέο 

ζπλαξηήζεηο 
Όινη 

Δπαλαπξνζδηνξηζκό ηνπ ηύπνπ 

ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε λα 

δηέξρεηαη από 1 ή 2 ή 3 ζεκεία. 

Δξγαζία  2 Ρεηέο ζπλαξηήζεηο Όινη 

Καλόλεο κεηαζρεκαηηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο γηα παξάιιειε 

κεηαθνξά ηεο θακπύιεο θαη 

ζπκκεηξίεο ηεο σο πξνο ηνπο 

άμνλεο θαη ην θέληξν ηνπ 

ζπζηήκαηνο. 

Δξγαζία  3 
Σξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο 
Όινη 

Μεηαζρεκαηηζκόο ηεο θακπύιεο 

όηαλ ζηε ζέζε ηεο κεηαβιεηήο  ρ 

πιεθηξνινγνύληαη δηάθνξεο 

ζρέζεηο ηνπ ρ κε ηνπο αξηζκνύο 

π/2,π θαη 2π. 

Δξγαζία  4 
Δθζεηηθή & 

Λνγαξηζκηθή 
Όινη 

Δπαλαπξνζδηνξηζκό ηνπ ηύπνπ 

ώζηε λα δηέξρεηαη από 1 ή 2 ή 3 

ζεκεία. 
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3.2.4 Θέκα 1: Βξείηε ηελ θαηάιιειε ζπλάξηεζε 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ηξία ζηαζεξά ζεκεία Α, Β θαη Γ. 

Μπνξείηε λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε ε γξαθηθή 

ηεο παξάζηαζε λα δηέξρεηαη από ηα ζεκεία απηά; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ θακπύιε ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε 

λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α; ΢ε πνηα πεξίπησζε ην ζεκείν Α γίλεηαη θνξπθή 

ηεο θακπύιεο; 

2. Μπνξείηε λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε ώζηε ε γξαθηθή ηεο 

παξάζηαζε λα δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Β θαη Γ; ΢ε πνηα πεξίπησζε ηα δπν 

ζεκεία είλαη ζπκκεηξηθά; 

3. Μπνξείηε λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε ώζηε ε γξαθηθή ηεο 

παξάζηαζε λα δηέξρεηαη θαη από ηα ηξία ζεκεία Α, Β θαη Γ. 

4. Μεηαθηλήζηε ηα ηξία ζεκεία ζηηο ζέζεηο (-1,0), (2,0) θαη (-4,2). Μπνξείηε λα 

πξνβιέςεηε ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα 

δηέξρεηαη θαη από ηα ηξία ζεκεία.  

Αλαθεθαιαίσζε: Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξνπζηάζνπλ ζηε ηάμε ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Βνεζήζηε ηνπο λα θαηαιήμνπλ ζε 

ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ην ζέκα ηεο δηεξεύλεζεο.  

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηήο ηεο εξγαζίαο είραλ σο ζθνπό λα εκπιέμνπλ ηνπο καζεηέο 

ζηνλ πξνζδηνξηζκό ζπλάξηεζεο πνπ λα δηέξρεηαη από έλα ή πεξηζζόηεξα γλσζηά 

ζεκεία. Παξόιν πνπ ήηαλ γλσζηόο ν ηύπνο ηεο αιγεβξηθήο εμίζσζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο, ε εύξεζε απηήο δελ είλαη θαζόινπ εύθνιε ππόζεζε. Απαηηεί αξθεηή 

λνεηηθή εξγαζία πνπ βαζίδεηαη ζηε δηαίζζεζε αιιά θαη αθόκα πεξηζζόηεξε 

αιγεβξηθή ε νπνία ζηεξίδεηαη ζηελ δηαηζζεηηθή θαηαλόεζε. Ζ εξγαζία απηή πνπ ζηα 

Μαζεκαηηθά νλνκάδεηαη "πξνζαξκνγή θακπύιεο" ζηα δεδνκέλα (θπξίσο ζηαηηζηηθά) 

αλ θαη δελ δηδάζθεηαη ζεσξνύκε όηη είλαη ρξήζηκε ζε απηό ην ζηάδην θαζώο 

αλαδεηθλύεη ηελ ζεκαζία θαη ηνλ ξόιν ησλ ηδηνηήησλ ηεο ζπλάξηεζεο πνπ επηιέγεηαη 

θάζε θνξά.  Από ηελ άιιε, ε εύξεζε ζεκείσλ πνπ επαιεζεύνπλ ηελ ζπλάξηεζε είλαη 

απιή δηαδηθαζία πνπ έρεη ζθνπό ηελ ζρεδίαζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

δεδνκέλεο αιγεβξηθά ζπλάξηεζεο.  

Οη δηεξεπλήζεηο κε ηηο νπνίεο πξόθεηηαη λα εκπιαθνύλ ζ' απηή ηελ εξγαζία δειώλνπλ 

απεξίθξαζηα  

 ηνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο εμίζσζεο ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο αθξηβνύο 

παξαβνιήο  

 ηνλ ξόιν ηνπ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο θαζώο θαη  

 ηελ ζέζε ηεο θνξπθή ηεο.  



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

44 

 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ην γξάθεκα θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο εμίζσζήο 

ηνπ. 

 Να θηλνύλ ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ θαη επαλαιακβάλνπλ ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ θαζώο θηλνύλ 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε. 

 Να κελ μερλνύλ λα παξαθνινπζνύλ θαη ην γξάθεκα θαη ηελ εμίζσζή ηνπ θαηά ηηο 

κεηαβνιέο.  

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Ση κεηαβάιιεηαη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ ην κεηαθηλείηε. 

 Ση κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζηηο αιιαγέο ηεο ζέζεο ηνπ γξαθήκαηνο ζε 

ζρέζε κε ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. 

 Πόηε είλαη ε κεγαιύηεξε δπλαηή. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 

 Ση αιιάδεη ζηελ εμίζσζε όηαλ κεηαθέξεηε ην γξάθεκα νξηδόληηα πξνο ηα 

αξηζηεξά ή πξνο ηα δεμηά. 

 Ση αιιάδεη ζηελ εμίζσζε όηαλ κεηαθέξεηε ην γξάθεκα θαηαθόξπθα πξνο 

ηα αξηζηεξά ή πξνο ηα δεμηά. 

 Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή ηεο 

κεηαβιεηήο ρ ζηελ εμίζσζε. 

 Πνηα ζπλάξηεζε πξέπεη λα πιεθηξνινγήζεηε ζηε ζέζε ηνπ ππάξρνληνο 

ηύπνπ ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα δηέξρεηαη από ην έλα ή ηα δπν ή ηα ηξία 

ζεκεία. 

 Γηα ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ: 

 Να βξνπλ πεξηζζόηεξεο από κηα γξαθηθέο παξαζηάζεηο πνπ λα δηέξρνληαη 

από έλα  ζεκείν, π.ρ. ην Α. 

 Να εξεπλήζνπλ αλ ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο από κηα γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

πνπ λα δηέξρνληαη από δπν  ζεκεία, π.ρ. ηα Α θαη Β. 

 Να εξεπλήζνπλ αλ ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο από κηα γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

πνπ λα δηέξρνληαη από ηξία ζεκεία, π.ρ. ηα Α, Β θαη Γ. 

 Να εξεπλήζνπλ αλ ππάξρνπλ θαη άιινπ ηύπνπ ζπλαξηήζεηο, νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ νπνίσλ λα δηέξρνληαη από έλα ή δπν ή ηξία ζεκεία. 
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Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αθνύ κεηαθέξνπλ ην γξάθεκα ζε δηάθνξεο ζέζεηο έηζη ώζηε ην ζεκείν Α λα αλήθεη 

ζ’ απηό, λα απαληήζνπλ όηη ππάξρνπλ άπεηξεο ιύζεηο. Μπνξνύλ λα ηνπνζεηήζνπλ ην 

ζεκείν Α ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζέζε θαη λα θάλνπλ πξνβιέςεηο γηα ηνλ ηύπν ηεο 

ζπλάξηεζεο ώζηε λα δηέξρεηαη από ην Α. Γηα παξάδεηγκα, αλ νξίζνπλ ην Α ζηε ζέζε 

(-10,0) κηα από ηηο εμηζώζεηο πνπ αλακέλεηαη λα βξνπλ  είλαη ε f(x)=-0.3 

(x+6)²+x+14.8 

Διερεύνηση 2 

Μπνξνύλ λα κεηαθηλνύλ ην γξάθεκα ώζηε απηό λα δηέξρεηαη από ην Α θαη ην Β. 

Αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ρσξίο λα αιιάμνπλ ηνλ ζπληειεζηή -0,3 ζηνλ ηύπν 

ηεο ζα βξνπλ κόλν κηα θακπύιε πνπ λα δηέξρεηαη από ηα δπν ζεκεία. Αλ αιιάμνπλ 

ηνλ ηύπν ηεο κπνξνύλ λα πξνβιέςνπλ πνιιέο αλ ζεσξήζνπλ ηε γεληθή ηεο κνξθή 

ς=-0.3ρ
2
+βρ+γ θαη ιύζνπλ ην ζύζηεκα πνπ πξνθύπηεη κε ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ 

ηξηώλ ζεκείσλ. 

Διερεύνηση 3 

΢ηελ πεξίπησζε απηή πξέπεη λα επαλαπξνζδηνξήζνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο. Να 

ππνζέζνπλ ηελ γεληθή κνξθή ς=αρ
2
+βρ+γ θαη ζηε ζπλέρεηα λα αληηθαηαζηήζνπλ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ ηξηώλ ζεκείσλ θαη λα ιύζνπλ ην ζύζηεκα. 

Διερεύνηση 4 

Δπαλαιακβάλνπλ όηη έθαλαλ ζηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα. Μπνξνύλ αθόκα λα 

ππνζέζνπλ ηνλ ηύπν f(x) = a*(x-2)*(x+1) θαη λα πεηξακαηηζηνύλ κε ηελ ηηκή ηνπ α. 

Αλακέλεηαη λα βξνπλ ηνλ ηύπν  f(x)=0.1*(x+1)*(x - 2) πνπ κέλεη λα επαιεζεύζνπλ 

θαη αιγεβξηθά.  
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3.2.5 Θέκα 2: Δπαλαθαζνξίζηε ηε ζπλάξηεζε  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο. Γηεξεπλήζηε πώο πξέπεη λα επαλαπξνζδηνξίζεηε 

ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα κεηαθηλείηαη 

παξάιιεια κε ηνλ εαπηόλ ηεο ή λα κεηαθηλείηαη ζε ζέζε ζπκκεηξηθή σο πξνο 

ηνπο άμνλεο ή ην θέληξν ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ αμόλσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση ζα αιιάμεη ζηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο αλ κεηαθηλήζεηε κε ην πνληίθη ζαο 

ηελ θακπύιε νξηδόληηα ή θαηαθόξπθα πξνο ηηο δπν θαηεπζύλζεηο; 

2. Ση ζα ζπκβεί ζηελ θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο αλ ζηε ζέζε ηνπ ζπληειεζηή 1 ηνπ ρ 

ζηνλ αξηζκεηή θαη ζηνλ παξαλνκαζηή πιεθηξνινγήζεηε άιιν αξηζκό; Ση 

κεηαβάιιεηαη ζηελ θακπύιε όηαλ απμάλεηε ή ειαηηώλεηε απηόλ ηνλ ζπληειεζηή. 

3. Ση ζα ζπκβεί ζηελ θακπύιε όηαλ ζηε ζέζε ηνπ αξηζκνύ 2 πιεθηξνινγήζεηε άιιν 

αξηζκό; 

4. Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε θαλόλεο κεηαζρεκαηηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε ην 

γξάθεκα απηήο (1) λα κεηαθηλείηαη παξάιιεια κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη (2) λα πξνθύπηεη 

ε ζπκκεηξηθή θακπύιε σο πξνο ηνλ άμνλα ρ'ρ (3) ε ζπκκεηξηθή θακπύιε σο πξνο ηνλ 

άμνλα ς'ς (4) ε ζπκκεηξηθή θακπύιε σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ; 

Αλαθεθαιαίσζε:   Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα αλαθνηλώζνπλ ζηε ηάμε ηνλ ηξόπν 

πνπ εξγάζηεθαλ ζηηο δηεξεπλήζεηο, λα αλαθνηλώζνπλ ηα ζπκπέξαζκαηά ηνπο ηα 

ζρεηηθά κε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο ζηνπο νπνίνπο ππνβάιιαηε ηελ ζπλάξηεζε θαζώο 

θαη ηνπο αιγεβξηθνύο θαλόλεο πνπ δηαηύπσζαλ ζηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ην γξάθεκα θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο 

εμίζσζήο ηνπ. 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή «Redefine» γηα λα κεηαβάιινπλ ηνπο ζπληειεζηέο 

ηεο εμίζσζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα παξαθνινπζνύλ ηηο αιιαγέο ζην 

γξάθεκα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ ζην 

γξάθεκα ή ζηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο θηλνύλ ην γξάθεκα ή 

αιιάδνπλ ηνπο ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηώλεηε ή απμάλεηε  ηνλ ζπληειεζηή 1 ηνπ 

ρ. 
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 Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηώλεηε ή απμάλεηε  ηνλ ζπληειεζηή 2 ηεο 

εμίζσζεο. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 

 Πνηνί ζπληειεζηέο κεηαβάιινληαη ζηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο θαη πώο, 

όηαλ κεηαθηλνύλ ην ίδην ην γξάθεκα νξηδόληηα. 

 Πνηνί ζπληειεζηέο κεηαβάιινληαη ζηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο θαη πώο, 

όηαλ κεηαθηλνύλ ην ίδην ην γξάθεκα θαηαθόξπθα. 

 Πνηνη ζπληειεζηέο δελ κεηαβάιινληαη θαηά ηηο κεηαθηλήζεηο ηνπ 

γξαθήκαηνο. 

 Γηα ηνλ θαλόλα: 

 Δπαλαιάβαηε ηηο κεηαβνιέο ζην γξάθεκα θαη δηαηππώζηε θαλόλεο γηα ηελ 

κεηαβνιή ηεο εμίζσζεο. 

 Δπαλαιάβαηε ηηο κεηαβνιέο ζηελ εμίζσζε θαη δηαηππώζηε θαλόλεο γηα ηηο 

κεηαβνιέο ζην γξάθεκα. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Όηαλ κεηαθέξνπλ ην γξάθεκα θαηαθόξπθα πξνο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ηνπ άμνλα ς΄ς, 

απμάλεηαη ν ζηαζεξόο όξνο ζην ηέινο ηεο εμίζσζεο. Όηαλ κεηαθηλνύλ ην γξάθεκα 

πξνο ηα αξλεηηθά ς απηόο κεηώλεηαη. Όηαλ ε κεηαθίλεζε γίλεηαη νξηδόληηα πξνο ηα 

δεμηά απμάλεη ν ζπληειεζηήο 2 ελώ πξνο ηα αξηζηεξά κεηώλεηαη. 

Διερεύνηση 2 

Όηαλ πιεθηξνινγνύλ ζηε ζέζε ηνπ 2 αξηζκνύο 3, 4,5, 8, 10 θ.ν.θ. ε θακπύιε 

πιαηαίλεη. Όηαλ πιεθηξνινγνύλ αξηζκνύο κηθξόηεξνπο ηνπ 2 απηή ζηελεύεη.  

Διερεύνηση 3 

΢ηελ πεξίπησζε απηή πξέπεη λα επαλαπξνζδηνξήζνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο. Να 

ππνζέζνπλ ηελ γεληθή κνξθή ς=αρ
2
+βρ+γ θαη ζηε ζπλέρεηα λα αληηθαηαζηήζνπλ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ησλ ηξηώλ ζεκείσλ θαη λα ιύζνπλ ην ζύζηεκα. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαηππώζνπλ θαλόλεο παξόκνηνπο κε απηνύο πνπ 

δηαηύπσζαλ ζηηο πξνεγνύκελεο ηξείο δηεξεπλήζεηο. Γελ είλαη απαξαίηεην λα 

δηαηππώζνπλ θαλόλεο κε απζηεξόηεηα ή πιεξόηεηα ή ζαθήλεηα. Οη δηεξεπλήζεηο 

απηέο ζηνρεύνπλ λα κάζνπλ ηνπο καζεηέο (1) λα αλαγλσξίδνπλ πνηνηηθέο δηαθνξέο 

ζηα γξαθήκαηα θαη λα ηα ζπλδένπλ κε ηελ εμίζσζή ηεο θαη (2) λα δηαηππώλνπλ 

ζπκπεξάζκαηα όηαλ θάλνπλ δηεξεπλήζεηο πάλσ ζε πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά θαη 

κεηαβνιέο ηεο ζπλάξηεζεο.  

 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

48 

 

3.2.6 Θέκα 3: Ο κεηαζρεκαηηζκόο ηεο εκηηνλνεηδνύο θακπύιεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρνπκε ζρεδηάζεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = εκρ, δειαδή [f(x) = sin(x)]; 

Γηεξεπλήζηε πώο κεηαζρεκαηίδεηαη ε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ ζηε ζέζε 

ηεο κεηαβιεηήο ρ πιεθηξνινγήζεηε γξακκηθνύο ζπλδπαζκνύο ηνπ ρ κε ην π/2, ην 

π θαη ην 2π. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση ζα ζπκβεί ζην γξάθεκα αλ ζηε ζέζε ηνπ ρ πιεθηξνινγήζεηε π/2-ρ; Μπνξείηε 

λα επαλαθαζνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα 

ηαπηίδεηαη κε απηό ηεο f(x); 

2. Ση ζα ζπκβεί ζην γξάθεκα αλ ζηε ζέζε ηνπ ρ πιεθηξνινγήζηε π-ρ; Μπνξείηε λα 

επαλαθαζνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα 

ηαπηίδεηαη κε απηό ηεο f(x); 

3. Ση ζα ζπκβεί ζην γξάθεκα αλ ζηε ζέζε ηνπ ρ πιεθηξνινγήζεηε 2*π-ρ; Μπνξείηε 

λα επαλαθαζνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα 

ηαπηίδεηαη κε απηό ηεο f(x); 

4. Ση ζα ζπκβεί ζην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = sin(x) αλ ζηε ζέζε ηεο 

κεηαβιεηήο x πιεθηξνινγήζεηε (1) π/2+x, (2) 3π/2-x, (3) 3π/2+x;  Πώο πξέπεη λα 

επαλαθαζνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα ηαπηίδεηαη κε 

απηό πνπ ζα πξνθύςεη από ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) 

Αλαθεθαιαίσζε:  ΢πδεηήζηε κε ηνπο καζεηέο ζαο ζηε ηάμε γηα ηνλ ηξόπν πνπ 

εξγάζηεθαλ ζηηο δηεξεπλήζεηο πνπ πξνεγήζεθαλ.  

 Εεηήζηε ηνπο λα δηαηππώζνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο γηα ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο ηεο ζπλάξηεζεο πνπ δηεξεύλεζαλ.  

  Εεηήζηε ηνπο λα δηαηππώζνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ 

νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο ηαπηίδνληαη κε απηέο ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ ηεο 

f(x). 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή «Redefine» γηα λα κεηαβάιινπλ ηνπο ζπληειεζηέο 

ηεο εμίζσζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα παξαθνινπζνύλ ηηο αιιαγέο ζην 

γξάθεκα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο αιιάδνπλ ηνπο ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ πεηξάκαηα, λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ 

ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα ηεο f(x):  
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 Να θάλνπλ ζηαδηαθά ηηο αιιαγέο ζηνλ ηύπν. Πξώηα λα πιεθηξνινγνύλ ην 

–x θαη λα βιέπνπλ ηη αιιάδεη ζην λέν γξάθεκα θαη κεηά λα πξνζζέηνπλ 

π/2 ή π ή 2π , ή 3π/2.  

 Να πεξηγξάθνπλ ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ ζηε ζέζε ηεο κεηαβιεηήο ρ 

πιεθηξνινγνύλ π/2-ρ ή π-ρ ή 2π-ρ ή 3π/2-ρ ή 3π/2+ρ. 

 Να θάλνπλ πξνβιέςεηο γηα ηηο αιιαγέο ζην γξάθεκα πξηλ θάλνπλ ηηο 

αιιαγέο ζηελ εμίζσζε. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο g(x): 

 Να  πξνβιέςνπλ θαη λα πεηξακαηηζηνύλ γηα ηελ εμίζσζε πνπ πξέπεη λα 

πιεθηξνινγήζνπλ ζηε ζέζε ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα 

ηαπηίδεηαη κε απηό ηεο f(x) αιιά λα πξνζπαζνύλ λα πιεθηξνινγνύλ 

δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε. 

 Γηα θαλόλεο: 

 Να δηαηππώζνπλ θαλόλεο γηα ηηο αιιαγέο ζηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να ζπζρεηίζνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) κε ηηο ζπλαξηήζεηο 

ηεο g(x). 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Σν λέν γξάθεκα ζα έρεη κεηαθηλεζεί ζηε ζπκκεηξηθή σο πξνο ηνλ ρρ΄ ζέζε θαη ζα 

έρεη κεηαθηλεζεί πξνο ηα αξηζηεξά θαηά π/2. Σν γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 

sin(π/2-x) ηαπηίδεηαη κε ην γξάθεκα ηεο g(x) όηαλ ν ηύπνο ηεο είλαη g(x)=cos(x). 

Γειαδή επαιεζεύεηαη ν ηύπνο εκ(π/2-ρ)=ζπλρ  

Διερεύνηση 2 

Σν λέν γξάθεκα παξακέλεη ακεηάβιεην αλ θαη πξώηα κεηαθηλείηαη ζηε ζπκκεηξηθή 

ζέζε θαη κεηά πξνο ηα αξηζηεξά θαηά π. Σν γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = sin(π-x) 

ηαπηίδεηαη κε ην γξάθεκα ηεο g(x) όηαλ ν ηύπνο ηεο είλαη g(x)=sin(x). Γειαδή 

επαιεζεύεηαη ν ηύπνο εκ(π-ρ)=εκρ. 

Διερεύνηση 3 

Σν λέν γξάθεκα κεηαθηλείηαη ζηε ζπκκεηξηθή ζέζε σο πξνο ηνλ άμνλα ρ΄ρ. Σν 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = sin(2π-x) ηαπηίδεηαη κε ην γξάθεκα ηεο g(x) όηαλ ν 

ηύπνο ηεο είλαη g(x)=sin(-x) ή θαη κε ηελ g(x)=-sin(x). Γειαδή επαιεζεύεηαη ν ηύπνο 

εκ(2π-ρ)=εκ(-ρ) = -εκ(ρ). 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο γλώζεηο από ηελ  ηξηγσλνκεηξία γηα 

λα απαληήζνπλ ζηα εξσηήκαηα απηήο ηεο δηεξεύλεζεο. Έηζη αλακέλεηαη λα  

ηαπηίζνπλ ηα γξαθήκαηα ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ ζηηο εμήο πεξηπηώζεηο:  

f(x) = sin(π/2+x) θαη g(x)=cos(x) 

f(x) = sin(3π/2-x) θαη g(x)=-cos(x) 

f(x) = sin(3π/2+x) θαη g(x)=-cos(x) 
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3.2.7 Θέκα 4: Η εθζεηηθή θαη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρνπκε ζρεδηάζεη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x)=exp(x) θαη g(x) = log(x, θαζώο θαη δπν ζεκεία Α θαη Β. Τν Α 

είλαη ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f(x). Μπνξείηε λα 

επαλαθαζνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην ζεκείν Β λα θηλείηαη 

ζηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Κηλήζηε ην ζεκείν Α θαη παξαηεξήζηε πώο θηλείηαη ην Β. Δπηιέμηε ην Β λα 

αθήλεη ην ίρλνο ηνπ (Δληνιή "Ίρλνο on"). Μπνξείηε λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο πνπ έρεη γξάθεκα ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β; 

2. Δπαλαπξνζδηνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) πιεθηξνινγώληαο ζηε ζέζε 

ηνπ 20 ηνλ αξηζκό -20. Πνηόο ζα είλαη ηώξα ν ηύπνο ηεο g(x) ώζηε λα δηέξρεηαη 

από ην ζεκείν Β;  Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε έλα θαλόλα ζρεηηθό κε ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. 

3. Δπαλαπξνζδηνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) πιεθηξνινγώληαο f(x)=exp(x-

4). Μπνξείηε ηώξα λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά 

ηεο λα δηέξρεηαη από ην Β. Πνηόλ θαλόλα αθνινπζήζαηε; 

4. Δπαλαπξνζδηνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο f(x)=exp(x) ώζηε απηή λα έρεη ηνλ ηύπν 

f(x)=20*exp(x)-5. Μπνξείηε λα πξνβιέςεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ηεο g(x) 

ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν Β; Τπάξρεη θάπνηνο 

θαλόλαο πνπ ζπλδέεη ηηο δπν ζπλαξηήζεηο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηηο αληίζηξνθεο ζπλαξηήζεηο 

θαζώο θαη γηα ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ ζπκκεηξηθώλ σο πξνο ηελ επζεία ς=ρ ζεκείσλ.  

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα  

 δηαηππώζνπλ έλα νξηζκό ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο,  

 δηαηππώζνπλ κηα ηδηόηεηα ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ αληίζηξνθσλ 

ζπλαξηήζεσλ, 

 δηαηππώζνπλ ηηο ηδηόηεηεο πνπ πξέπεη λα έρεη κηα ζπλάξηεζε ώζηε ε αληίζηξνθή 

ηεο λα είλαη ζπλάξηεζε, 

 εμεγήζνπλ πώο κπνξνύλ λα ππνινγίδνπλ ηελ εμίζσζε ηεο αληίζηξνθεο 

ζπλάξηεζεο κηα δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ην πεδίν νξηζκνύ θαη ζύλνιν 

ηηκώλ ηεο. 
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ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ην γξάθεκα θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο 

εμίζσζήο ηνπ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαθνινπζνύλ πώο θηλείηαη ην ζεκείν Β, 

αθνύ επηιέμνπλ ηελ εληνιή «Trace on». 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή Redefine θαη λα πξνζδηνξίδνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

θακπύιεο ζηελ νπνία θηλείηαη ην ζεκείν Β. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ θαη λα εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη 

ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x): 

 Ση κεηαβάιιεηαη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιινπλ ηνπο ζπληειεζηέο 

ηεο εμίζσζή ηεο. 

 Πώο κεηαβάιιεηαη ε θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο g(x): 

 Ση αιιάδεη ζηελ εμίζσζε όηαλ κεηαθέξεηε ην γξάθεκα νξηδόληηα πξνο ηα 

αξηζηεξά ή πξνο ηα δεμηά. 

 Ση αιιάδεη ζηελ εμίζσζε όηαλ κεηαθέξεηε ην γξάθεκα θαηαθόξπθα πξνο 

ηα αξηζηεξά ή πξνο ηα δεμηά. 

 Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο 

εμίζσζήο ηεο. 

 Πνηα ζπλάξηεζε πξέπεη λα πιεθηξνινγήζεηε ζηε ζέζε ηνπ ππάξρνληνο 

ηύπνπ ηεο g(x) ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηνπ 

ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. 

 Γηα ηα ζεκεία Α θαη Β: 

 Σελ ζρέζε πνπ έρνπλ ηα ζεκεία Α θαη Β. 

 Σε ζρέζε πνπ έρνπλ ην γξάθεκα ζην νπνίν αλήθεη ην ίρλνο ηνπ Β θαη ην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αθνύ πεηξακαηηζηνύλ κε ην ίρλνο ηνπ Β θαη ηνπο ηύπνπο ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ f(x) 

θαη g(x) αλακέλεηαη λα  πιεθηξνινγήζνπλ ηνλ εμήο ηύπν g(x)=log(0.05*x) θαη απηό 
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δηόηη (1) ηα ζεκεία Α θαη Β είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ δηρνηόκν ηεο πξώηεο 

γσλίαο ησλ αμόλσλ θαη (2) ν ζπληειεζηήο 1/20 = 0.05. 

Διερεύνηση 2 

Αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία πνπ απέθηεζαλ από ηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα κε 

ην ίρλνο ηνπ Β θαη ηνπο ηύπνπο ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) αλακέλεηαη λα  

πιεθηξνινγήζνπλ ηνλ εμήο ηύπν g(x)=log(-0.05*x). Αθόκα, αλακέλεηαη λα 

εθθξάζνπλ ηνλ εμήο θαλόλα. Αλ f(x)=a*e
x
 ηόηε ν ηύπνο ηoπ ίρλνπο ηνπ Β ζα 

πξνζδηνξίδεηαη από ηελ  g(x) αλ είλαη g(x) = log(1/a*x). 

Διερεύνηση 3 

Αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία πνπ απέθηεζαλ από ηηο πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηεο 

αλακέλεηαη λα  πιεθηξνινγήζνπλ ηνλ εμήο ηύπν g(x)=log(x)+4. Αθόκα, αλακέλεηαη 

λα εθθξάζνπλ ηνλ εμήο θαλόλα. Αλ f(x)=e
x-a

 ηόηε ν ηύπνο ηoπ ίρλνπο ηνπ Β ζα 

πξνζδηνξίδεηαη από ηελ  g(x) αλ είλαη g(x) = log(x)+a. 

Διερεύνηση 4 

Αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία πνπ απέθηεζαλ από ηηο πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηεο 

αλακέλεηαη λα  πιεθηξνινγήζνπλ ηνλ εμήο ηύπν g(x)=log(0.05*x+0.05*5). Αθόκα, 

αλακέλεηαη λα εθθξάζνπλ ηνλ εμήο θαλόλα. Αλ f(x)=a*e
x+b

 ηόηε ν ηύπνο ηoπ ίρλνπο 

ηνπ Β ζα πξνζδηνξίδεηαη από ηελ  g(x) αλ είλαη g(x) = log(1/a*x-b/a). Γηα ηνλ 

ηειεπηαίν θαλόλα ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ 

θαη άιια πεηξάκαηα πξνζδηνξηζκνύ ηεο θακπύιεο ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν Β. 
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3.3  ΢ΕΝΑΡΙΟ 3 : Μελέηη Οικογενειών ΢ςναπηήζεων 

 

 

 

3.3.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ ηηο 

θνηλέο ηδηόηεηεο πνπ έρνπλ νηθνγέλεηεο ζπλαξηήζεσλ. Με ηνλ όξν «νηθνγέλεηα 

ζπλαξηήζεσλ» ελλννύκε ζπλαξηήζεηο όπσο νη πνιπσλπκηθέο, νη ξεηέο, νη 

ηξηγσλνκεηξηθέο, νη εθζεηηθέο θαη νη ινγαξηζκηθέο θαη όπνπ θάζε κέινο κηαο 

νηθνγέλεηαο νξίδεηαη κε δηαθνξεηηθνύο ζπληειεζηέο. Με απηόλ ηνλ ηξόπν νη καζεηέο 

απνθηνύλ αληηιήςεηο θαη γλώζεηο γηα νκάδεο ζπλαξηήζεσλ θαη κπνξνύλ λα ηηο 

ρξεζηκνπνηνύλ ζηε κειέηε επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ .   

Πην ζπγθεθξηκέλα, νη καζεηέο, θάλνληαο ρξήζε κεηαβνιέσλ κπνξνύλ λα κεηαβάινπλ 

ηνπο ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο κηαο ζπλάξηεζεο θαη έηζη λα πξνζδηνξίδνπλ ηηο 

αιιαγέο θαη ηα αλαιινίσηα ζην γξάθεκα απηήο. Με απηόλ ηνλ ηξόπν κειεηνύλ ηηο 

θνηλέο θαη ηηο δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ πνπ αλήθνπλ ζε κηα νηθνγέλεηα. 

3.3.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο γηα ηηο ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ πνπ αλήθνπλ ζε κηα 

νηθνγέλεηα. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ αλαγλώξηζε ηδηνηήησλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ κηαο νηθνγέλεηαο από ην γξάθεκα θαη ηελ εμίζσζε απηήο. 

 Να αλαγλσξίδνπλ ην ξόιν θάζε ζπληειεζηή ηεο εμίζσζεο κηαο ζπλάξηεζεο ζηνλ 

θαζνξηζκό ησλ ηδηνηήησλ ηεο. 

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ γξαθεκάησλ νηθνγελεηώλ 

ζπλαξηήζεσλ πνπ ζπλδένληαη κε ηηο ηδηόηεηεο απηώλ. 
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3.3.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ  ηάμε πνπ έρεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηε δηεξεύλεζε θαζώο θαη κε 

βάζε ηηο παξεκβάζεηο ηνπο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο γίλνληαη ζηε ηάμε ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο 

ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο 

δηεξεύλεζεο. Αθόκα πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν πνπ ζα 

ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο θαζώο θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο. Με άιια 

ιόγηα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε κεξηθώλ από ηηο ηδηόηεηεο απηώλ. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνλ 

ρεηξηζκό ησλ ζπληειεζηώλ ησλ εμηζώζεσλ θαη θαη’ επέθηαζε κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ. Οη ελζσκαησκέλνη ζηνπο κηθξόθνζκνπο κεηαβνιείο, έλαο γηα θάζε 

ζπληειεζηή, δίλνπλ ζηνπο καζεηέο ηε δπλαηόηεηα:  

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηελ αιιαγή ησλ ηηκώλ ησλ ζπληειεζηώλ ησλ εμηζώζεσλ,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από πέληε εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ νηθνγέλεηα ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

  γxf  χβχα ν . ΢ηε δεύηεξε, ηελ νηθνγέλεηα ησλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ 

έρνπλ εμίζσζε   δ
γχβ

α



xf . ΢ηελ Σξίηε, ηελ νηθνγέλεηα ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ   δγ)(xf  χβημα  ζηελ ηέηαξηε, ηελ νηθνγέλεηα ησλ εθζεηηθώλ 
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ζπλαξηήζεσλ   κxf )(  λκχαρ  θαη ζηελ  πέκπηε, ηελ νηθνγέλεηα ησλ άξξεησλ 

ζπλαξηήζεσλ   δγβχα xf . 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη,  

 ηνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο εμίζσζεο ζηνλ θαζνξηζκό ηεο κνξθήο ηνπ 

γξαθήκαηνο θαη θαη’ επέθηαζε ησλ πνηνηηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο,  

 ηελ ελζσκάησζε ή κεηαβνιή ησλ ηδηνηήησλ κηαο ζπλάξηεζεο κέζσ ηεο 

κεηαβνιήο ησλ ζπληειεζηώλ ηεο εμίζσζήο ηεο.  

Γηα παξάδεηγκα, νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο κεηαβάιινληαη κε αλάινγνπο ηξόπνπο 

όηαλ ν ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ κεηώλεηαη ή κεγαιώλεη. Αθόκα, ε 

κνξθή ησλ γξαθεκάησλ έρεη θνηλά ραξαθηεξηζηηθά όηαλ ν ίδηνο ζπληειεζηήο είλαη 

ζεηηθόο ή αξλεηηθόο αλεμάξηεηα από ην πόζν κεγάιε ή κηθξή είλαη ε ηηκή ηνπ.   Έηζη 

ε ζρεηηθή δηεξεύλεζε αλακέλεηαη λα αλαδείμεη ηνλ ξόιν ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

ζπληειεζηή ζηε δηακόξθσζε ηνπ γξαθήκαηνο απηήο θαη θαη’ επέθηαζε ζηηο ηδηόηεηεο 

ηεο ζπλάξηεζεο όπσο είλαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ή ην εκβαδόλ ηνπ 

ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από απηή θαη ηνλ ρ΄ρ ζε έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα πξνβιέπνπλ ηελ κνξθή ηεο 

θακπύιεο θαη ηηο αιιαγέο ηεο ζε θάζε αιιαγή ησλ ηηκώλ ησλ ζπληειεζηώλ ηεο 

εμίζσζήο ηεο θαη ζηε ζπλέρεηα λα επαιεζεύνπλ ηηο πξνβιέςεηο ηνπο.  

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία  1 
Οηθνγέλεηα 

πνιπσλπκηθώλ 
ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηα θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ   γχβχα ν xf  

Δξγαζία  2 Οηθνγέλεηα ξεηώλ ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηα θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) = 

α / (β x + γ) + δ   δ
γχβ

α



xf  

Δξγαζία 3 
Οηθνγέλεηα 

ηξηγσλνκεηξηθώλ 
ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηα θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζπλαξηήζεσλ 

  δγ)χβημα  (xf  

Δξγαζία 4 

Οηθνγέλεηα 

εθζεηηθώλ/ινγαξηζκ

ηθώλ 

ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηα θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζπλαξηήζεσλ 

  μαρ λκχ   )(xf  

Δξγαζία 5 Οηθνγέλεηα άξξεησλ ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηα θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζπλαξηήζεσλ 

  δγβχα xf  
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3.3.4 Θέκα 1: Η νηθνγέλεηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ   γxf  χβχα
ν

 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=α*ρ^λ+β*ρ+γ. Γηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα θαη ηη δηαηεξείηαη 

ζηαζεξό όηαλ κεηαβάιιεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή α; 

2. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα 

3. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή γ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα 

4. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή δ κε ηνλ αληίζηνηρν  

κεηαβνιέα; 

Ση ζα ζπκβεί ζην γξάθεκα όηαλ ν θέξζνξαο ηνπ κεηαβνιέα δ δείρλεη 4 θαη 

κεηαβάιιεηε ηνπο άιινπο ηξεηο ζπληειεζηέο 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα αξγά θαη λα παξαηεξνύλ ηη αιιάδεη ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε αιιαγή ηεο ηηκήο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζπληειεζηή. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ θάζε κεηαβνιέα επηιέγνληαο ηνλ κε ην 

δεμί πιήθηξν θαη κε ηελ εληνιή «Ηδηόηεηεο» λα πξνζδηνξίδνπλ ην εύξνο ησλ 

ηηκώλ ηνπ, ην βήκα κεηαβνιήο θαζώο θαη ην κέγεζνο ηνπ κεηαβνιέα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ θαζώο 

θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Ση κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ απμάλεηε ή 

ειαηηώλεηε ηελ ηηκή ελόο κεηαβνιέα. 

 Ση ζα ζπκβεί (ζην γξάθεκα) αλ επηιεγνύλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα 

κεξηθνύο ζπληειεζηέο. 

 Ση ηηκέο πξέπεη κλα έρνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο ζπλάξηεζεο λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 
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 Ση ηηκέο πξέπεη λα πάξνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο λα απνθηήζεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

 Ση θνηλό έρνπλ ηα γξαθήκαηα ησλ εμηζώζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ όηαλ 

αιιάδνπλ νη ηηκέο ηνπ εθζέηε ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο α έρεη κηθξέο ηηκέο ε θακπύιε 

είλαη αλνηθηή θαη θιεηζηή, όηαλ έρεη κεγάιεο ηηκέο. Αθόκα, όηαλ νη ηηκέο ηνπ 

ζπληειεζηή α είλαη ζεηηθέο ζηξέθεη ηα θνίια ηεο πξνο ηα πάλσ θαη αξλεηηθέο, όηαλ 

ζηξέθεη ηα θνίια ηεο πξνο ηα θάησ. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο β παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα αξηζηεξά θαη ηαπηόρξνλα πξνο ηα θάησ. Αληίζεηα 

ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ β κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή ε θακπύιε δελ 

αιιάδεη ην εύξνο ηνπ αλνίγκαηόο ηεο ή ηελ θνηιόηεηά ηεο θαη επίζεο δηέξρεηαη 

πάληνηε από έλα ζηαζεξό ζεκείν. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο γ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα πάλσ. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ β 

κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή ε θακπύιε δελ αιιάδεη ην εύξνο ηνπ αλνίγκαηόο ηεο ή 

ηελ θνηιόηεηά ηεο. 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ν ζπληειεζηήο λ νξίδεη ηνλ εθζέηε ηεο πνιπσλπκηθήο 

ζπλάξηεζεο. Έηζη όηαλ έρεη ηελ ηηκή 0 ή 1 νξίδεη ηελ γξακκηθή ζπλάξηεζε, ηελ ηηκή 

2 ηελ ηεηξαγσληθή, ηελ ηηκή 3 ηελ ηξηηνβάζκηα θ.ν.θ. Δπίζεο όηαλ έρεη αξλεηηθέο 

ηηκέο νξίδεη θιαζκαηηθέο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο   γxf  χβ
νχ

α
. ΢ηελ πεξίπησζε 

πνπ ην λ είλαη 4 νη κεηαβνιέο ησλ άιισλ ζπληειεζηώλ νξίδνπλ αλάινγεο κε ηηο 

αλαθεξζείζεο πξνεγνπκέλσο κεηαβνιέο ζην γξάθεκα.  
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3.3.5 Θέκα 2: Η νηθνγέλεηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ   δ
γχβ

α



xf  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=α/(β*ρ+γ)+δ. Γηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα θαη ηη δηαηεξείηαη 

ζηαζεξό όηαλ κεηαβάιιεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1.  Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή α; 

2.  Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα 

3.  Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή γ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα 

4.  Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή δ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα; 

 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα αξγά θαη λα παξαηεξνύλ ηη αιιάδεη ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε αιιαγή ηεο ηηκήο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζπληειεζηή. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ θάζε κεηαβνιέα επηιέγνληαο ηνλ κε ην 

δεμί πιήθηξν θαη κε ηελ εληνιή «Ηδηόηεηεο» λα πξνζδηνξίδνπλ ην εύξνο ησλ 

ηηκώλ ηνπ, ην βήκα κεηαβνιήο θαζώο θαη ην κέγεζνο ηνπ κεηαβνιέα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ θαζώο 

θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα  

 Ση κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ απμάλεηε ή 

ειαηηώλεηε ηελ ηηκή ελόο κεηαβνιέα. 

 Ση ζα ζπκβεί (ζην γξάθεκα) αλ επηιεγνύλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα 

κεξηθνύο ζπληειεζηέο. 

 Ση ηηκέο πξέπεη κλα έρνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο ζπλάξηεζεο λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 
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 Ση ηηκέο πξέπεη λα πάξνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο λα απνθηήζεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο α έρεη κηθξέο ηηκέο νη δπν θιάδνη 

ηεο θακπύιεο πιεζηάδνπλ κεηαμύ ηνπο θαη όηαλ έρεη κεγάιεο ηηκέο απηνί 

απνκαθξύλνληαη. Αθόκα, όηαλ νη ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή α είλαη ζεηηθέο ηείλεη λα 

ζρεκαηίδεηαη ζην δεύηεξν θαη ζην ηέηαξην ηεηαξηεκόξην ελώ γηα αξλεηηθέο ηηκέο 

ηείλεη λα ζρεκαηίδεηαη ζην πξώην θαη ζην ηξίην ηεηαξηεκόξην. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο β παίξλεη κηθξέο ζεηηθέο θαη 

απμαλόκελεο ηηκέο ε θακπύιε κεηαθέξεηαη από πάλσ αξηζηεξά πξνο ηα θάησ θαη 

δεμηά ελώ νη θιάδνη ηεο πιεζηάδνπλ κεηαμύ ηνπο. Οη κεηαβνιέο απηέο είλαη ζρεδόλ 

αλεπαίζζεηεο όηαλ νη ηηκέο ηνπ β είλαη ζεηηθέο θαη κεγάιεο ελώ νη θιάδνη πιεζηάδνπλ 

ειάρηζηα κεηαμύ ηνπο. Αλάινγα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ β είλαη αξλεηηθέο θαη 

κεηώλνληαη. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο γ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα δεμηά. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ β 

κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή δελ αιιάδεη ε απόζηαζε ησλ δπν θακπύισλ . 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο δ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα πάλσ. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ δ 

κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή δελ αιιάδεη ε απόζηαζε ησλ δπν θακπύισλ . 

Πέξαλ ησλ αλακελόκελσλ απαληήζεσλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο 

καζεηέο λα δώζνπλ επηπιένλ εμεγήζεηο ησλ παξαπάλσ αλακελόκελσλ θαηλνκέλσλ 

πνπ πηζαλόλ λα πεξηγξάςνπλ εζηηάδνληαο ζηελ εμίζσζε θαη ζηνλ ηξόπν πνπ νη ηηκέο 

ηεο κεηαβάιινληαη όηαλ κεηώλεηαη ή απμάλεηαη έλαο ζπληειεζηήο ηεο.  
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3.3.6 Θέκα 3: Η νηθνγέλεηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ 

  δγ)(xf  χβημα  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=α*sin(β*x+γ)+δ. Γηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα θαη ηη δηαηεξείηαη 

ζηαζεξό όηαλ κεηαβάιιεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή α; 

2. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα 

3. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή γ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα 

4. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή δ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα αξγά θαη λα παξαηεξνύλ ηη αιιάδεη ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε αιιαγή ηεο ηηκήο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζπληειεζηή. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ θάζε κεηαβνιέα επηιέγνληαο ηνλ κε ην 

δεμί πιήθηξν θαη κε ηελ εληνιή «Ηδηόηεηεο» λα πξνζδηνξίδνπλ ην εύξνο ησλ 

ηηκώλ ηνπ, ην βήκα κεηαβνιήο θαζώο θαη ην κέγεζνο ηνπ κεηαβνιέα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ θαζώο 

θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Ση κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ απμάλεηε ή 

ειαηηώλεηε ηελ ηηκή ελόο κεηαβνιέα. 

 Ση ζα ζπκβεί (ζην γξάθεκα) αλ επηιεγνύλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα 

κεξηθνύο ζπληειεζηέο. 

 Ση ηηκέο πξέπεη λα έρνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο ζπλάξηεζεο λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 
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 Ση ηηκέο πξέπεη λα πάξνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο λα απνθηήζεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο α απμάλεη ε θακπύιε ηεληώλεηαη 

θαηαθόξπθα. Γειαδή νη θνξπθέο ηεο θακπύιεο απνκαθξύλνληαη από ηνλ νξηδόληην 

άμνλα. Σν αληίζεην ζπκβαίλεη όηαλ κεηώλνληαη.  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο β κεηώλεηαη ε θακπύιε 

ηεληώλεηαη νξηδόληηα. Γειαδή απμάλεη ε πεξηνδηθόηεηά ηεο.  Σν αληίζεην ζπκβαίλεη 

όηαλ κεηώλνληαη. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο γ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα δεμηά. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ β 

κεηώλνληαη. 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο δ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα πάλσ. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ δ 

κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή δελ αιιάδεη ε απόζηαζε ησλ δπν θακπύισλ. 

Πέξαλ ησλ αλακελόκελσλ απαληήζεσλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο 

καζεηέο λα δώζνπλ επηπιένλ εμεγήζεηο ησλ παξαπάλσ αλακελόκελσλ θαηλνκέλσλ 

πνπ πηζαλόλ λα πεξηγξάςνπλ, εζηηάδνληαο ζηελ εμίζσζε θαη ζηνλ ηξόπν πνπ νη ηηκέο 

ηεο κεηαβάιινληαη όηαλ κεηώλεηαη ή απμάλεηαη έλαο ζπληειεζηήο ηεο.  
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3.3.7 Θέκα 4: Η νηθνγέλεηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ   κxf
)(  λκχ

αρ  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=ξ*α^(θ*x+ι)+κ. Γηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα θαη ηη δηαηεξείηαη 

ζηαζεξό όηαλ κεηαβάιιεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε κηα ηηκή γηα ηελ κεηαβιεηή α θαη δηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα 

όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή 

ξ; ΢ηε ζπλέρεηα επηιέμηε άιιε ηηκή γηα ην α θαη επαλαιάβαηε ηε δηεξεύλεζε. 

2. Δπηιέμηε κηα ηηκή γηα ηελ κεηαβιεηή α θαη δηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα 

όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή 

θ; ΢ηε ζπλέρεηα επηιέμηε άιιε ηηκή γηα ην α θαη επαλαιάβαηε ηε δηεξεύλεζε. 

3. Δπηιέμηε κηα ηηκή γηα ηελ κεηαβιεηή α θαη δηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα 

όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή ι; 

΢ηε ζπλέρεηα επηιέμηε άιιε ηηκή γηα ην α θαη επαλαιάβαηε ηε δηεξεύλεζε. 

4. Δπηιέμηε κηα ηηκή γηα ηελ κεηαβιεηή α θαη δηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα 

όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή 

κ; ΢ηε ζπλέρεηα επηιέμηε άιιε ηηκή γηα ην α θαη επαλαιάβαηε ηε δηεξεύλεζε. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα αξγά θαη λα παξαηεξνύλ ηη αιιάδεη ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε αιιαγή ηεο ηηκήο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζπληειεζηή. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ θάζε κεηαβνιέα επηιέγνληαο ηνλ κε ην 

δεμί πιήθηξν θαη κε ηελ εληνιή «Ηδηόηεηεο» λα πξνζδηνξίδνπλ ην εύξνο ησλ 

ηηκώλ ηνπ, ην βήκα κεηαβνιήο θαζώο θαη ην κέγεζνο ηνπ κεηαβνιέα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ θαζώο 

θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Ση κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ απμάλεηε ή 

ειαηηώλεηε ηελ ηηκή ελόο κεηαβνιέα. 

 Ση ζα ζπκβεί (ζην γξάθεκα) αλ επηιεγνύλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα 

κεξηθνύο ζπληειεζηέο. 

 Ση ηηκέο πξέπεη λα έρνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο ζπλάξηεζεο λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 
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 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 

 Ση ηηκέο πξέπεη λα πάξνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο λα απνθηήζεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο ξ απμάλεη πξνο ηηο ζεηηθέο ηηκέο 

έλα κέξνο ηεο θακπύιεο πιεζηάδεη πξνο ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα ελώ έλα άιιν κέξνο 

ηεο θαίλεηαη λα παξακέλεη αθίλεην. Όηαλ νη ηηκέο ηεο κεηώλνληαη πξνο ηηο αξλεηηθέο 

ηηκέο ν έλαο θιάδνο κεηαθέξεηαη ζηε ζπκκεηξηθή ζέζε γηα ηηο αληίζεηεο ηηο ηηκέο ηνπ 

ξ.  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα δώζνπλ απαληήζεηο αλάινγεο κε απηέο ηεο δηεξεύλεζεο 1. Δπίζεο 

αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη όηαλ αιιάδνπλ πξόζεκν νη ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή 

αιιάδεη ξόιν ην θάζε ηκήκα ηεο θακπύιεο.  

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη θαη εδώ  λα δώζνπλ απαληήζεηο αλάινγεο κε απηέο ηεο δηεξεύλεζεο 1. 

Δπίζεο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο νη ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή απμάλνληαη 

ε θακπύιε «καδεύεη» αλάινγα κε ηνλ ηξόπν πνπ καδεύεη ή απιώλεηαη ε θακπύιε ηεο 

πξνεγνύκελεο εξγαζίαο.  

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο κ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα πάλσ. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ δ 

κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή δελ αιιάδεη ε απόζηαζε ησλ δπν θακπύισλ . 

Πέξαλ ησλ αλακελόκελσλ απαληήζεσλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο 

καζεηέο λα δώζνπλ επηπιένλ εμεγήζεηο ησλ παξαπάλσ αλακελόκελσλ θαηλνκέλσλ 

πνπ πηζαλόλ λα πεξηγξάςνπλ, εζηηάδνληαο ζηελ εμίζσζε θαη ζηνλ ηξόπν πνπ νη ηηκέο 

ηεο κεηαβάιινληαη όηαλ κεηώλεηαη ή απμάλεηαη έλαο ζπληειεζηήο ηεο.   

Αθόκα κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο ζε θάζε δηεξεύλεζε λα επηιέμνπλ ώζηε 

ην ζεκείν Β΄ λα αθήλεη ην ίρλνο ηνπ θαη κέζσ απηνύ λα εθθξάζνπλ ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηνπ ζπκκεηξηθνύ ηνπ Β σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ.    
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3.3.8 Θέκα 5: Η νηθνγέλεηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ   δγβχα xf  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=α*sqrt(β*x+γ)+δ. Γηεξεπλήζηε ηη αιιάδεη ζην γξάθεκα θαη ηη δηαηεξείηαη 

ζηαζεξό όηαλ κεηαβάιιεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ κεηαβνιέα πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή α; 

2. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β ηεο ζπλάξηεζεο κε 

ηνλ αληίζηνηρν κεηαβνιέα; 

3. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή γ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα; 

4. Ση αιιάδεη ζην γξάθεκα όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή δ κε ηνλ αληίζηνηρν 

κεηαβνιέα; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα αξγά θαη λα παξαηεξνύλ ηη αιιάδεη ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε αιιαγή ηεο ηηκήο ηνπ αληίζηνηρνπ 

ζπληειεζηή. 

 Να κεηαβάιινπλ ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ θάζε κεηαβνιέα επηιέγνληαο ηνλ κε ην 

δεμί πιήθηξν θαη κε ηελ εληνιή «Ηδηόηεηεο» λα πξνζδηνξίδνπλ ην εύξνο ησλ 

ηηκώλ ηνπ, ην βήκα κεηαβνιήο θαζώο θαη ην κέγεζνο ηνπ κεηαβνιέα. 

 Να πεξηγξάθνπλ κε δηθά ηνπο ιόγηα ηηο κεηαβνιέο πνπ παξαηεξνύλ θαζώο 

θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Ση κεηαβάιιεηαη θαη ηη όρη ζην ίδην ην γξάθεκα όηαλ απμάλεηε ή 

ειαηηώλεηε ηελ ηηκή ελόο κεηαβνιέα. 

 Ση ζα ζπκβεί (ζην γξάθεκα) αλ επηιεγνύλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα 

κεξηθνύο ζπληειεζηέο. 

 Ση ηηκέο πξέπεη λα έρνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο ζπλάξηεζεο λα έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 

 Γηα ηελ εμίζσζε ηνπ γξαθήκαηνο: 

 Ση ηηκέο πξέπεη λα πάξνπλ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο ώζηε ην γξάθεκα 

ηεο λα απνθηήζεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα. 
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Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο α απμάλεη πξνο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ε 

θακπύιε πιεζηάδεη πξνο ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα ελώ ηαπηόρξνλα «αλνίγεη» κε 

αλάινγν ηξόπν πνπ ηζρύεη θαη γηα ηελ 1
ε
 εξγαζία. Όηαλ νη ηηκέο ηεο κεηώλνληαη πξνο 

ηηο αξλεηηθέο ηηκέο ε θακπύιε αιιάδεη θακππιόηεηα θαη ζπκπεξηθέξεηαη κε αλάινγν 

ηξόπν.  

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ θαη λα πεξηγξάςνπλ όηη θαζώο νη ηηκέο ηνπ 

β απμάλνπλ πξνο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ε θακπύιε θαη ε θαηαθόξπθε επζεία κεηαθέξνληαη 

πξνο ηα δεμηά ελώ ηαπηόρξνλα κεηαβάιιεηαη θαη ε θακππιόηεηά ηεο. Αληίζεηα 

ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο κεηώλνληαη πξνο αξλεηηθέο ελώ αιιάδεη ε θακππιόηεηά ηεο.  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ θαη λα πεξηγξάςνπλ όηη θαζώο νη ηηκέο ηνπ 

γ απμάλνπλ πξνο ηηο ζεηηθέο ηηκέο ε θακπύιε θαη ε θαηαθόξπθε επζεία κεηαθέξνληαη 

πξνο ηα δεμηά ρσξίο λα κεηαβάιιεηαη ε θακππιόηεηά ηεο. Όηαλ νη ηηκέο κεηώλνληαη ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα αξηζηεξά.   

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη όηαλ ν ζπληειεζηήο δ παίξλεη ηηκέο απμαλόκελεο ε 

θακπύιε κεηαθέξεηαη πξνο ηα πάλσ. Αληίζεηα ζπκβαίλνπλ όηαλ νη ηηκέο ηνπ δ 

κεηώλνληαη. ΢ε θάζε κεηαβνιή δελ αιιάδεη ε απόζηαζε ησλ δπν θακπύισλ . 

 

Πέξαλ ησλ αλακελόκελσλ απαληήζεσλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο 

καζεηέο λα δώζνπλ επηπιένλ εμεγήζεηο ησλ παξαπάλσ αλακελόκελσλ θαηλνκέλσλ 

πνπ πηζαλόλ λα πεξηγξάςνπλ, εζηηάδνληαο ζηελ εμίζσζε θαη ζηνλ ηξόπν πνπ νη ηηκέο 

ηεο κεηαβάιινληαη όηαλ κεηώλεηαη ή απμάλεηαη έλαο ζπληειεζηήο ηεο.  
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3.4 ΢ΕΝΑΡΙΟ 4 : Πεδίο οπιζμού και ζύνολο ηιμών ηων 
ζςναπηήζεων 

 

 

 

3.4.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ ηε 

ζρέζε πνπ έρεη ην πεδίν νξηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ κε ην ζύλνιν ηηκώλ θαη ην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο ζα έρνπλ ηελ επθαηξία λα δηεξεπλήζνπλ ηελ 

θάζε ζπλάξηεζε σο κηα αληηζηνηρία κεηαμύ ζπλόισλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ κέζσ 

ησλ γξαθηθώλ ηνπο παξαζηάζεσλ.   

Πνην ζπγθεθξηκέλα, νη καζεηέο, κπνξνύλ λα νξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ κηαο 

ζπλάξηεζεο θαη λα παξαθνινπζνύλ ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο κε ηε 

βνήζεηα ηνπ γξαθήκαηνο. Οη πξνζδηνξηζκνί απηνί αλαπαξίζηαληαη γεσκεηξηθά ζην 

γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο αιιά θαη αξηζκεηηθά σο αληηζηνηρία κεηαμύ ησλ ηηκώλ ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνύ θαη ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ.  

3.4.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο γηα ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ θαη ηνπ 

ζπλόινπ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο γηα ην ξόιν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  ζηνλ 

πξνζδηνξηζκό ραξαθηεξηζηηθώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

 Να θαηαλνήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο εμαξηάηαη από ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο θαζώο θαη από ηα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θάζε ζπλάξηεζεο. 

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη 

ησλ κεηαβνιώλ ηνπο. 
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3.4.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηε  ηάμε πνπ έρεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε βηληενπξνβνιέα. 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια εξγαζίαο κε βάζε ηηο 

παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ όιε ηε ηάμε θαη 

θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην απηό θάλνπλ 

παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο ζηξαηεγηθή ζηε 

δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ ηάμε απ’ όινπο 

ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη λα ζπδεηνύληαη 

όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Έηζη πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε κεξηθώλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη απαληήζεηο 

ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά θαη απηώλ 

πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη κε ηε ζρέζε πνπ έρεη 

απηό κε ην πεδίν νξηζκνύ θαη ηα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηεο. Σα εξγαιεία πνπ 

έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ πξνθεηκέλνπ λα 

νξίζνπλ ην ζύλνιν ηηκώλ ησλ δηαθόξσλ ζπλαξηήζεσλ,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ ππνινγηζκνύ ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ κε ηε 

βνήζεηα ησλ εκπεηξηώλ από ηελ νπηηθή δηαπξαγκάηεπζε απηώλ. 

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 
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ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ θαη ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο 

νηθνγέλεηαο ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ   βχα ν xf . ΢ηε δεύηεξε, 

επαλαιακβάλνπλ ηελ δηεξεύλεζε γηα ηελ νηθνγέλεηα ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ   γ)(xf  χβημα  ζηελ Σξίηε, ηελ νηθνγέλεηα ησλ ξεηώλ  

ζπλαξηήζεσλ   δγβχα xf  θαη ζηελ  ηέηαξηε, ηελ νηθνγέλεηα ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  









)]B(x),M(x[ ,x

)]M(x),A(x[ ,
xf

δγ

βαχ
 . 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη,  

 ηνλ ξόιν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ζηνλ θαζνξηζκό ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ. 

 ηνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο θάζε εμίζσζεο ζηνλ θαζνξηζκό ηνπ εθάζηνηε 

ζπλόινπ ηηκώλ,  

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.  

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Οηθνγέλεηα 

πνιπσλπκηθώλ 
ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  

  βχα ν xf  

Δξγαζία 2 
Οηθνγέλεηα 

ηξηγσλνκεηξηθώλ 
ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ 

  γ)χβημα  (xf  

Δξγαζία 3 
Οηθνγέλεηα άξξεησλ 

ζπλαξηήζεσλ 
ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ 

  δγβχα xf  

Δξγαζία 4 

Οηθνγέλεηα 

ζπλαξηήζεσλ 

πνιιαπινύ ηύπνπ 

ΟΛΟΗ 

Γηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ 

 









)]B(x),M(x[,x

)]M(x),A(x[,
xf

 δγ

 βαχ
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3.4.4 Θέκα 1: Βξείηε ην θαηάιιειν ζύλνιν ηηκώλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = α*x^λ+β. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίδεηε ηνλ 

ηύπν ηεο κεηαθηλώληαο ηνλ θέξζνξα θάζε κεηαβνιέα θαη λα κεηαθηλείηε ηα 

ζεκεία Β θαη Γ γηα λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ην πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Γηεξεπλήζηε ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ θαη ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ απηήο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 
1. Πνηό είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=0.3x^2-3 όηαλ ην πεδίν νξηζκνύ 

ηεο A είλαη: 

2. A = (-4,4) θαη (2) A = (-3,5) 

3. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=-x^2+7 ώζηε 

απηή λα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην δηάζηεκα [-2,7]; 

4. Μπνξείηε λα ζπγθξίλεηε ηα ζύλνια ηηκώλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) = 0.2x^2-3 θαη 

f(x)=0.2x^3-3 όηαλ θαη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην [-2,3];  

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηηο δηαθνξέο θαη ηηο νκνηόηεηεο (εθόζνλ ππάξρνπλ); 

5. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=1/ρ^2-3 γηα 

δηάθνξα πεδία νξηζκνύ ηεο; Ση θνηλό έρνπλ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώλεηε ηα 

ζπκπεξάζκαηά ζαο θαη αιγεβξηθά; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ 

Κ πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηνπ Λ πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλν πεδίν νξηζκνύ. 

 Πώο νξίδεηαη ην ηκήκα ηνπ άμνλα ς’ς πνπ αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ: 
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 Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ θηλνύλ ην ζεκείν Α. 

 Πώο κεηαβάιιεηαη ην ζύλνιν ηηκώλ όηαλ κεηαβάιιεηαη ην πεδίν νξηζκνύ 

ή ε εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο . 

 Αλ επαιεζεύεηαη ην ζπκπέξαζκά ηνπο γηα ην ζύλνιν ηηκώλ θαη αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην δηάζηεκα [-3, 1,8]. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην δηάζηεκα [-42, 7]. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην δηάζηεκα [-3, -1,2]. 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη έλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο [α,β] 

ή ηεο κνξθήο ),[ α . 

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε αλ ιπζεί κηα ζεηξά αληζώζεσλ.  

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

72 

 

 

3.4.5 Θέκα 2: Βξείηε ην θαηάιιειν ζύλνιν ηηκώλ ζηηο 
ηξηγωλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = α*sin(β*x+γ)+δ. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίδεηε 

ηνλ ηύπν ηεο κεηαθηλώληαο ηνλ θέξζνξα θάζε κεηαβνιέα θαη λα κεηαθηλείηε ηα 

ζεκεία Β θαη Γ γηα λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ην πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Γηεξεπλήζηε ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ θαη ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ απηήο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Πνηό είλαη ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 2*sin(x)+1 όηαλ ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη, (1) Α= [-π,π] θαη (2) [-2π, 2π]; ΢ε ηη δηαθέξνπλ ηα 

δπν ζύλνια ηηκώλ θαη πώο απηό εμεγείηαη; 

2. Ση ζα αιιάμεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 2*sin(x) +1 κε πεδίν 

νξηζκνύ ην δηάζηεκα [-π,π] αλ αιιάμεηε ηνλ ζπληειεζηή 1 ζε -1, 2, -2 θ.ν.θ. 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηηο αιιαγέο απηέο;  Ση ζα ζπκβεί αλ αιιάμεηε ην πεδίν 

νξηζκνύ ζε [-2π,2π]; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε απηέο ηηο αιιαγέο; 

3. Ση ζα ζπκβεί ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 2*sin(x+1) κε πεδίν 

νξηζκνύ ην ζύλνιν [-π,π], αλ κεηαβάιινπκε ηελ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή 1; Πώο 

εμεγείηε ην ζπκπέξαζκά ζαο; 

4. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = sin(2x-π/3)-

1 ώζηε απηή λα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην δηάζηεκα [0,1]; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε 

ην ζπκπέξαζκά ζαο αιγεβξηθά; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε κε ηνπο καζεηέο ζαο ζηελ ηάμε γηα ηα απνηειέζκαηα 

ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ γηα ηηο δηάθνξεο κεηαβνιέο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ. ΢πδεηήζηε γηα ηηο 

πεξηπηώζεηο πνπ ζην ζύλνιν ηηκώλ πεξηέρεηαη έλα ή δπν ή πεξηζζόηεξα αθξόηαηα. 

΢πδεηήζηε γηα ηελ πεξηνδηθόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη γηα ηελ πεξίνδν απηήο. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ 

Κ πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηνπ Λ πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 
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Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλν πεδίν νξηζκνύ. 

 Πώο νξίδεηαη ην ηκήκα ηνπ άμνλα ς’ς πνπ αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ: 

 Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ θηλνύλ ην ζεκείν Α. 

 Πώο κεηαβάιιεηαη ην ζύλνιν ηηκώλ όηαλ κεηαβάιιεηαη ην πεδίν νξηζκνύ 

ή ε εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Αλ επαιεζεύεηαη ην ζπκπέξαζκά ηνπο γηα ην ζύλνιν ηηκώλ θαη αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ θαη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο είλαη ην 

δηάζηεκα [-1, 3]. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην δηάζηεκα [-3,1] ζηε 

πεξίπησζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=2*sin(x)-1,  [0,4] ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=2*sin(x)+2 θαη [-4,0] ζηε πεξίπησζε f(x)=2*sin(x)-2. Οη απαληήζεηο απηέο 

ηζρύνπλ θαη ζηε πεξίπησζε πνπ ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην [-2π, 2π]. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην δηάζηεκα [-2, 2]. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ εληνιή Μεηνλνκαζία θαη λα 

πιεθηξνινγήζνπλ ηε λέα ζπλάξηεζε. Αθνινύζσο αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη δελ 

ππάξρεη πεδίν νξηζκνύ ώζηε ην αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ λα είλαη ην [0,1].   

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε αλ ιεθζνύλ ππόςε νη ηδηόηεηεο ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

αξηζκώλ θαη ηδηαίηεξα ε ηδηόηεηα πνπ αθνξά ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f(x)=sin(x) πνπ 

είλαη ην [-1,1] θαη έηζη ηζρύεη ε δηπιή αλίζσζε 1)xsin(1  .  

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί επηπιένλ λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο ηνπ λα επαλαιάβνπλ 

ηηο δηεξεπλήζεηο θαη κε άιιεο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. Μπνξεί, γηα παξάδεηγκα, 

λα δεηήζεη λα επαλαιάβνπλ ηηο δηεξεπλήζεηο αθνύ κε ηε βνήζεηα ηεο εληνιήο 

«Μεηνλνκαζία» πιεθηξνινγήζνπλ ηε ζπλάξηεζε f(x)=α*cos(β*x+γ)+δ ή ηε 

ζπλάξηεζε f(x)=α*tan(β*x+γ)+δ ή ηε ζπλάξηεζε f(x)=α*tan(β*(π/2-x)+γ)+δ. Ζ 

ηειεπηαία πεξίπησζε αθνξά ηε ζπλάξηεζε ηεο ζπλεθαπηνκέλεο.  
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3.4.6 Θέκα 3: Βξείηε ην θαηάιιειν ζύλνιν ηηκώλ ζηηο άξξεηεο 
ζπλαξηήζεηο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρνπκε ζρεδηάζεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x)=α* sqrt(β x + γ) + δ. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίδεηε ηνλ ηύπν ηεο κεηαθηλώληαο ηνλ θέξζνξα θάζε 

κεηαβνιέα θαη λα κεηαθηλείηε ηα ζεκεία B θαη Γ γηα λα επαλαπξνζδηνξίζεηε ην 

πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Γηεξεπλήζηε ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ θαη ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ απηήο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Πώο κεηαβάιιεηαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=-2*sqrt(x+1)+3 ζε ζρέζε 

κε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο; Ση ζα ζπκβεί ζην ζύλνιν ηηκώλ αλ κεηαθηλήζεηε ην Β ζηε 

ζέζε (1) (-2,0) , (2) (-1,0); 

2. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε κε πεδίν νξηζκνύ ην 

[1,5] λα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην [-1,3]; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε ην απνηέιεζκα ηεο 

δηεξεύλεζεο θα αιγεβξηθά; 

3. Δπηιέμηε ηελ ζπλάξηεζε f(x) = 5-2*sqrt(x-1). Μπνξείηε λα πξνβιέςεηε ην ζύλνιν 

ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξίπησζε πνπ ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην δηάζηεκα 

[1,10]; 

4.  Δπηιέμηε ηελ ζπλάξηεζε f(x) = 1-2*sqrt(3*x+1).  

Μπνξείηε λα πξνβιέςεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

πεδίν νξηζκνύ είλαη ην δηάζηεκα [1,5];  Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ 

ζπληειεζηώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ώζηε λα έρεη ην ζύλνιν ηηκώλ ζπκκεηξηθό ηνπ 

πξνεγνύκελνπ σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ 

πνπ θάλαηε. Πεξηγξάςηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ γηα ηηο δηάθνξεο 

κεηαβνιέο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ 

Κ πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηνπ Λ πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλν πεδίν νξηζκνύ. 

 Πώο νξίδεηαη ην ηκήκα ηνπ άμνλα ς’ς πνπ αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ: 

 Πώο κεηαβάιιεηαη ην ζύλνιν ηηκώλ όηαλ κεηαβάιιεηαη ην πεδίν νξηζκνύ 

ή ε εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο . 

 Αλ επαιεζεύεηαη ην ζπκπέξαζκά ηνπο γηα ην ζύλνιν ηηκώλ θαη αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ εμαξηάηαη από ηα δπν άθξα ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνύ όηαλ θαη ηα δύν είλαη κεγαιύηεξα από ην -1. Όηαλ ην αξηζηεξό άθξν 

είλαη κηθξόηεξν ηνπ -1 ην ζύλνιν ηηκώλ έρεη αξηζηεξό άθξν ην 0 ελώ ην δεμί άθξν 

θαζνξίδεηαη από ην δεμί άθξν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ. ΢ηηο πεξηπηώζεηο πνπ ην πεδίν 

νξηζκνύ είλαη ην δηάζηεκα [-2,0] ή [-1,0] ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην [1,3].   

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο πξέπεη πξώηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ [1,5] θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

πεηξακαηηζηνύλ κε ηνπο κεηαβνιείο γηα λα νξίζνπλ ηελ θαηάιιειε ζπλάξηεζε. 

Αλακέλεηαη λα αλαπηύμνπλ ζηξαηεγηθέο όπσο (1) κε ηνπο κεηαβνιείο ησλ α, β, γ λα 

νξίζνπλ ζύλνιν ηηκώλ κε εύξνο ηε δηαθνξά 3-(-1) =4 θαη ζηε ζπλέρεηα κε ηνλ 

κεηαβνιέα δ λα νξίζνπλ απηό λα είλαη ην δεηνύκελν ή (2) λα δνπιέςνπλ πξώηα ζην 

ραξηί κε κνιύβη. Ζ ζπλάξηεζε πνπ αλακέλεηαη λα βξνπλ είλαη ε f(x)=2*sqrt(x-1)-1 

Διερεύνηση 3 

Καηά ηε δηαδηθαζία ηεο πξόβιεςεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο 

εκπεηξίεο πνπ απέθηεζαλ από ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη ηα απνηειέζκαηα 

από ηελ εξγαζία πνπ ζα θάλνπλ ζην ραξηί. Ζ απάληεζε πνπ αλακέλεηαη λα δώζνπλ 

είλαη ην [-1,5]. 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη έλα δηάζηεκα [-7,-3]. 

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε αλ ιπζεί κηα ζεηξά αληζώζεσλ.  
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3.4.7 Θέκα 4: Σν ζύλνιν ηηκώλ ζε ζπλάξηεζε δηπινύ ηύπνπ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρνπκε ζρεδηάζεη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x)=α x + β, κε πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα [x(A), x(Μ)] θαη g(x) 

=γ x + δ, κε πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα [x(Μ), x(B)].  









x(B)][x(M), δ,γx

x(M)] [x(A), β,x
x

α
φ  

Μπνξείηε λα κεηαθηλείηε ηα ηξία ζεκεία Α, Μ θαη Β θαζώο θαη ην ζεκείν Κ θαη 

λα παξαηεξείηε πώο κεηαβάιιεηαη ην πεδίν νξηζκνύ, νη ηηκέο ηεο θάζε 

ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ ηνπο. 

Μπνξείηε λα δηεξεπλήζεηε ηε ζρέζε πνπ έρνπλ ηα δπν ζύλνια ηηκώλ ζε ζρέζε κε 

ηα πεδία νξηζκνύ ηνπο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1.  Μπνξείηε λα θαζνξίζεηε ηνλ ηύπν θάζε ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ηα δπν πεδία 

νξηζκνύ ηνπο ώζηε ην θνηλό ζύλνιν ηηκώλ ηνπο λα είλαη ην δηάζηεκα [-2,4]; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.8, β=1, γ=0.6 θαη δ=0.6. 

Μεηαθηλήζηε ην ζεκείν Α από ηε ζέζε ηνπ Β κέρξη ηε ζέζε ηνπ Γ θαη πεξηγξάςηε 

πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο θ(x). Πνηό είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο; 

3. Πώο πξέπεη λα επαλαθαζνξίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ επηκέξνπο ηύπσλ ηεο 

ζπλάξηεζεο ηεο πξνεγνύκελεο δηεξεύλεζεο ώζηε ην ζύλνιν ηηκώλ λα είλαη έλα 

δηάζηεκα θαη όρη έλσζε δηαζηεκάησλ; 

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=-1, γ=-2 θαη δ=-1. Πώο 

πξέπεη λα επηιέμεηε ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α, Β θαη Μ ώζηε νη δπν γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο λα είλαη ζπλερόκελεο; Πνηό είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ζηελ πεξίπησζε απηή. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ 

Κ πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηνπ Λ πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 
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 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλν πεδίν νξηζκνύ. 

 Πώο νξίδεηαη ην ηκήκα ηνπ άμνλα ς’ς πνπ αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ην ζύλνιν ηηκώλ: 

 Πώο κεηαβάιιεηαη ην ζύλνιν ηηκώλ όηαλ κεηαβάιιεηαη ην πεδίν νξηζκνύ 

ή ε εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο . 

 Αλ επαιεζεύεηαη ην ζπκπέξαζκά ηνπο γηα ην ζύλνιν ηηκώλ θαη αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα αλαπηύμνπλ δηάθνξεο ζηξαηεγηθέο γηα λα πξνζδηνξίζνπλ 

ην πεδίν νξηζκνύ θαη ηνπο ηύπνπο ησλ δπν θιάδσλ ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε ην ζύλνιν 

ηηκώλ λα είλαη ην [-2,4]. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνύλ λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

f1(x) θαη ηνλ ηύπν ηεο έηζη ώζηε λα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην δηάζηεκα [-2,4]. ΢ηε 

ζπλέρεηα κπνξνύλ λα νξίζνπλ ηνλ ηύπν ηεο f2(x) ώζηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο λα 

πεξηέρεηαη ζην [-2,4]. Μηα ηέηνηα πηζαλή απάληεζε είλαη ε πεξίπησζε πνπ f1(x) = x=2 

θαη πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα [-4,2] ελώ ε  f2(x) έρεη κηα νπνηαδήπνηε εμίζσζε ηεο 

κνξθήο f2(x)=γx+δ θαη πεδίν νξηζκνύ δηάζηεκα ηεο κνξθήο [2,θ] ή θάπνην άιιν. Π.ρ.  

f2(x)=-0,7x+4,6 θαη πεδίν νξηζκνύ ην [2,6].    

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα πεηξακαηηζηνύλ κε ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ πνπ νξίδεη ην 

πεδίν νξηζκνύ θάζε θιάδνπ ηεο ζπλάξηεζεο θαη κε ηελ κεηαβνιή ησλ ηηκώλ ησλ δπν 

θιάδσλ. Πηζαλόλ λα παξαηεξήζνπλ θαη λα πεξηγξάςνπλ ην άικα πνπ θάλνπλ νη ηηκέο 

ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ κεηαθηλνύληαη από ηνλ έλα θιάδν ζηνλ άιιν. 

Διερεύνηση 3 

Αξθεί λα κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Μ ζηε ζέζε (-2,0). Σόηε νη δπν θιάδνη ελώλνληαη 

(ε ζπλάξηεζε θαζίζηαηαη ζπλερήο) θαη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη έλα δηάζηεκα θαη όρη 

έλσζε δηαζηεκάησλ. 

Διερεύνηση 4 

Μηα πηζαλή απάληεζε είλαη ε εμήο: Β(-2,0), Γ(3,0) θαη Μ(0,0). 

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε αλ ιπζεί κηα ζεηξά αληζώζεσλ.  

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα ζέζεη θαη άιια ζέκαηα γηα ζπλαξηήζεηο δηπινύ ηύπνπ 

ώζηε νη καζεηέο λα απνθηήζνπλ εκπεηξίεο (1) γηα ηνλ ηξόπν πξνζδηνξηζκνύ ηνπ 

ζπλόινπ ηηκώλ θαη (2) γηα ζπλερείο ζπλαξηήζεηο.  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ 

πνπ θάλαηε. Πεξηγξάςηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ γηα ηηο δηάθνξεο 

κεηαβνιέο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ. 
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3.5  ΢ΕΝΑΡΙΟ 5 : Ππάξειρ ζςναπηήζεων 

 

 

 

3.5.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ ην 

απνηέιεζκα ηεο πξόζζεζεο ή ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ή ηεο δηαίξεζεο ή ηεο ζύλζεζεο 

δπν ζπλαξηήζεσλ. ΢ε θάζε πεξίπησζε νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ ην 

απνηέιεζκα κηαο πξάμεο κεηαμύ ζπλαξηήζεσλ πνπ αλήθνπλ ζε νηθνγέλεηεο 

ζπλαξηήζεσλ επηιέγνληαο θάζε θνξά ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο 

απηώλ. Έηζη έρνπλ ηελ επθαηξία λα θαηαιήγνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα πνπ αθνξνύλ 

νηθνγέλεηεο ζπλαξηήζεσλ.   

Πην ζπγθεθξηκέλα, νη καζεηέο, κπνξνύλ λα επηιέγνπλ δπν ζπλαξηήζεηο κε ηε βνήζεηα 

ησλ κεηαβνιέσλ πνπ νξίδνπλ ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηνπο θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

παξαθνινπζνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ην απνηέιεζκα ηεο πξάμεο θαζώο κεηαβάιινπλ 

ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Ζ αιγεβξηθή εμήγεζε είλαη ην 

επόκελν βήκα απηήο ηεο δηεξεύλεζεο κε ην νπνίν νινθιεξώλεηαη ε θάζε 

δξαζηεξηόηεηα..  

3.5.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηηο πξάμεηο δπν ζπλαξηήζεσλ. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο γηα ηνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ δπν ζπλαξηήζεσλ ζηνλ 

θαζνξηζκό ηεο κνξθήο ηεο ζπλάξηεζεο πνπ πξνθύπηεη από ηελ πξάμε ησλ 

αξρηθώλ. 

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο πνπ πξνθύπηεη από ηελ 

πξάμε δπν ζπλαξηήζεσλ θαη λα ηα ζπλδένπλ κε πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ. 
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3.5.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ ηάμε πνπ έρεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Έηζη πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε κεξηθώλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη απαληήζεηο 

ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά θαη απηώλ 

πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη κε ηε ζρέζε πνπ έρεη 

απηό κε ην πεδίν νξηζκνύ θαη ηα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηεο. Σα εξγαιεία πνπ 

έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπλ ην απνηέιεζκα ηεο πξάμεο κεηαμύ απηώλ,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο 

πξάμεο  δπν ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ ηδηνηήησλ απηνύ κε ηε βνήζεηα ησλ εκπεηξηώλ 

από ηελ νπηηθή δηαπξαγκάηεπζε απηώλ. 

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 
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ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ην άζξνηζκα κεηαμύ ησλ δπν  πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

  λχ  kxf  θαη   βνχα xg . ΢ηε δεύηεξε νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ην 

γηλόκελν ησλ ίδησλ ζπλαξηήζεσλ. ΢ηελ ηξίηε ζεηξά έρεη ην πειίθν απηώλ θαη ζηελ 

ηέηαξηε ε ζύλζεζε ησλ ίδησλ ζπλαξηήζεσλ. 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σνλ ξόιν ηεο θάζε ζπλάξηεζεο ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο 

αληίζηνηρεο πξάμεο. 

 Σνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο θάζε εμίζσζεο ζηνλ θαζνξηζκό ηνπ εθάζηνηε 

απνηειέζκαηνο. 

 Πνηεο από ηηο ηδηόηεηεο ησλ αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ επεξεάδνπλ θαη πώο ηηο 

ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη απνηέιεζκα ησλ πξάμεσλ. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.  

 

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Άζξνηζκα 

ζπλαξηήζεσλ 
ΟΛΟΗ 

Ση ηδηόηεηεο απνθηά ην άζξνηζκα ή 

ε δηαθνξά δπν ζπλαξηήζεσλ θαη 

πώο απηέο ζπλδένληαη κε ηηο 

ηδηόηεηεο ησλ επηκέξνπο 

ζπλαξηήζεσλ; 

Δξγαζία 2 
Γηλόκελν 

ζπλαξηήζεσλ 
ΟΛΟΗ 

Ση ηδηόηεηεο απνθηά ην γηλόκελν 

δπν ζπλαξηήζεσλ θαη πώο απηέο 

ζπλδένληαη κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ 

επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ; 

Δξγαζία 3 Πειίθν ζπλαξηήζεσλ ΟΛΟΗ 

Ση ηδηόηεηεο απνθηά ην πειίθν δπν 

ζπλαξηήζεσλ θαη πώο απηέο 

ζπλδένληαη κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ 

επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ; 

Δξγαζία 4 
΢ύλζεζε 

ζπλαξηήζεσλ 
ΟΛΟΗ 

Ση ηδηόηεηεο απνθηά ην γηλόκελν 

δπν ζπλαξηήζεσλ θαη πώο απηέο 

ζπλδένληαη κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ 

επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ; 
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3.5.4 Θέκα 1: Άζξνηζκα ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) = θ*x+ι, g(x)=α*x^2+β θαη h(x) 

πνπ είλαη ην άζξνηζκα απηώλ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηηο ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο άζξνηζκα h(x) πνπ νθείινληαη ζηηο ηδηόηεηεο ηεο ησλ f(x) θαη g(x); 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1.  Δπηιέμηε γηα ην θ=1, ι=0 θαη γηα ην α=1.  

 Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β;  

 Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή λ;  

 Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x) 

2. Δπηιέμηε γηα ην θ=1, α=1, β=-2 θαη λ=4. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή ι; Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x); 

3. Δπηιέμηε γηα ην ι=0, α=1, β=0 θαη λ=-1.  Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή θ;  Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x); 

4. Με ηελ εληνιή Μεηνλνκαζία επαλαθαζνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζηελ 

f(x) = θ*x^2+ι; ΢ηε ζπλέρεηα επαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Πνηέο 

ηδηόηεηεο ηεο f(x) επηδξνύλ ζηε ζπλάξηεζε άζξνηζκα h(x); 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε κε ηνπο καζεηέο ζαο ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ θάλαηε. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ πώο 

κεηαβάιινληαη νη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) γηα ηηο δηάθνξεο κεηαβνιέο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ επηιέμαηε. Εεηήζηε ηνπο λα δώζνπλ κηα εμήγεζε (αλ 

είλαη δπλαηόλ θαη αιγεβξηθή) γηα ηνλ ηξόπν πνπ νη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) 

εμαξηώληαη από ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ πξνζζέζαηε.  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηε κηα ή ηελ άιιε 

ζπλάξηεζε. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα: 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

θάζε ζπλάξηεζεο. 
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 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζε κεξηθέο 

παξακέηξνπο. 

 Πώο νξίδεηαη ζε θάζε πεξίπησζε ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο άζξνηζκα. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε ζπλάξηεζε h(x) έρεη ηελ παξόκνηα κνξθή κε ηελ  

g(x) θαη κεηαβάιιεηαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε κε απηήλ.  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε ζπλάξηεζε h(x) κεηαθηλείηαη θαηαθόξπθα αλάινγα 

κε ηελ κεηαβνιή ησλ ηηκώλ ηνπ ζπληειεζηή ι θαη ηελ παξάιιειε κεηαθνξά ηεο f(x). 

Διερεύνηση 3 

Ο ζπληειεζηήο θ νξίδεη ηνλ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο f(x) θαη ηελ κεηαβάιιεη 

αλάινγα κε ηνλ ηξόπν πνπ απηόο κεηαβάιιεηαη. Ζ κεηαβνιή ηνπ θ κεηαβάιιεη 

αλάινγα θαη ηελ ζπλάξηεζε h(x) κε ηέηνην ηξόπν ώζηε νη θιάδνη ηεο λα παξακέλνπλ 

πνιύ θνληά ζηελ f(x) (ε f(x) είλαη αζύκπησηε ηεο h(x)). 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη έλαο θιάδνο ηεο h(x) έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηελ f(x) 

θαη ζηηο αιιαγέο ζπκπεξηθέξεηαη αλάινγα. ΢ηηο κεηαβνιέο ηνπ λ ηζρύνπλ αλάινγα κε 

ηελ δηεξεύλεζε 1 ζπκπεξάζκαηα. 

 

Οη επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ δελ είλαη εύθνιν λα γίλνπλ κε ηε 

βνήζεηα ηεο αιγεβξηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο. Ωζηόζν θάπνηεο από ηηο 

νπηηθέο παξαηεξήζεηο κπνξνύλ λα ζπλδεζνύλ  κε ηελ αιγεβξηθή εμίζσζε ησλ ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ είηε ηώξα είηε ζην κέιινλ. Αθόκα ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί καδί κε ηνπο 

καζεηέο ηνπ λα εμεηάζεη πεξηζζόηεξν ιεπηόθνθεο  κεηαβνιέο ζηε ζπλάξηεζε 

άζξνηζκα h(x) πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο κεηαβνιέο ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ πξνζζεηέσλ.  

Σα παξαπάλσ εξσηήκαηα είλαη ελδεηθηηθά θαη αλάινγα κε ην επίπεδν θαη ηηο αλάγθεο 

ησλ καζεηώλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα ζέζεη δηθά ηνπ απινύζηεξα εξσηήκαηα, 

εμεηάδνληαο γηα παξάδεηγκα ην άζξνηζκα δπν γξακκηθώλ ή δπν ηεηξαγσληθώλ ή κηαο 

γξακκηθήο θαη κηαο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο. ΢ε θάζε πεξίπησζε απηό πνπ 

ελδηαθέξεη είλαη ε νπηηθή αλαγλώξηζε ηδηνηήησλ ηεο κηαο ή ηεο άιιεο ζπλάξηεζεο 

πνπ εκθαλίδνληαη θαη ζηε ζπλάξηεζε άζξνηζκα. 
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3.5.5  Θέκα 2: Γηλόκελν ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) = θ*x+ι, g(x)=α*x^λ+β θαη h(x) 

πνπ είλαη ην γηλόκελν απηώλ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηηο ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο γηλόκελν h(x) θαη πώο επεξεάδεηαη από ηηο ηδηόηεηεο ηεο ησλ f(x) 

θαη g(x); 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε γηα ην θ=1, ι=0 θαη γηα ην α=1. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β; Πώο επηδξνύλ νη αιιαγέο ηεο g(x) ζηηο ηδηόηεηεο ηεο 

h(x); 

2.  Δπηιέμηε γηα ην θ=1, α=1, β=-2 θαη λ=4. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή ι; Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x); 

3.  Δπηιέμηε γηα ην ι=0, α=1, β=0 θαη λ=-1. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή θ; Πώο εμεγνύληαη νη κεηαβνιέο απηέο; 

4. Με ηελ εληνιή «Μεηνλνκαζία» επαλαθαζνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) 

ζηελ f(x) = θ*x^2+ι; ΢ηε ζπλέρεηα επαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Πώο 

κεηαβάιιεηαη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο γηλόκελν h(x), ζε ζρέζε κε ηηο κεηαβνιέο 

ζηα γξαθήκαηα ησλ f(x) θαη g(x); 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε κε ηνπο καζεηέο ζαο ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ θάλαηε. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ πώο 

κεηαβάιινληαη νη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) γηα ηηο δηάθνξεο κεηαβνιέο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ επηιέμαηε. Εεηήζηε ηνπο λα δώζνπλ κηα εμήγεζε (αλ 

είλαη δπλαηόλ θαη αιγεβξηθή) γηα ηνλ ηξόπν πνπ νη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) 

εμαξηώληαη από ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ πξνζζέζαηε.  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηε κηα ή ηελ άιιε 

ζπλάξηεζε. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  
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 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

θάζε ζπλάξηεζεο. 

 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζε κεξηθέο 

παξακέηξνπο. 

 Πώο νξίδεηαη ζε θάζε πεξίπησζε ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο γηλόκελν. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα εμεηάζνπλ ηε ζπλάξηεζε γηλόκελν γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

λ. Οη απαληήζεηο ηνπο γηα ηε κνξθή θαη ηηο ηδηόηεηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

h(x) πνπ ζπλδένληαη ζηελά κε ηηο ηδηόηεηεο θαη ηε κνξθή ησλ επηκέξνπο 

ζπλαξηήζεσλ αλακέλεηαη λα πεξηγξάθνπλ ζην πώο κεηαβάιιεηαη ην αθξόηαην ηεο ζε 

ζρέζε κε απηό ηεο g(x) θαη κάιηζηα όηη κεηαβάιιεηαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε κε 

απηήλ.  

Διερεύνηση 2: 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε κνξθή ηεο ζπλάξηεζε h(x) κεηαβάιιεηαη ζε ζρέζε 

κε ηηο κεηαβνιέο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) θαη αθνξνύλ θπξίσο κεηαβνιέο ζην πόζν 

θιεηζηή ή αλνηθηή είλαη (θακππιόηεηα) θαη πώο κεηαβάιινληαη ηα δπν ηνπηθά 

αθξόηαηα. 

Διερεύνηση 3 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε γηλόκελν είλαη ζηαζεξή θαη νη ηηκέο ηνπ 

ζπληειεζηή θ πξνζδηνξίδνπλ θαη ηε ζπλάξηεζε γηλόκελν.   

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ ε h(x) είλαη γξακκηθή θαη έρεη ζπληειεζηή ζεηηθό ή 

αξλεηηθό αλάινγα κε ην πξόζεκν ηεο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ θ.  

Οη επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ δελ είλαη πάληνηε εύθνιν λα γίλνπλ 

κε ηε βνήζεηα ηεο αιγεβξηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο. Ωζηόζν θάπνηεο από ηηο 

νπηηθέο παξαηεξήζεηο κπνξνύλ λα ζπλδεζνύλ  κε ηελ αιγεβξηθή εμίζσζε ησλ ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ είηε ηώξα είηε ζην κέιινλ. 

Σα παξαπάλσ εξσηήκαηα είλαη ελδεηθηηθά θαη αλάινγα κε ην επίπεδν θαη ηηο αλάγθεο 

ησλ καζεηώλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα ζέζεη δηθά ηνπ απινύζηεξα εξσηήκαηα, 

εμεηάδνληαο γηα παξάδεηγκα ην άζξνηζκα δπν γξακκηθώλ ή δπν ηεηξαγσληθώλ ή κηαο 

γξακκηθήο θαη κηαο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο. ΢ε θάζε πεξίπησζε απηό πνπ 

ελδηαθέξεη είλαη ε νπηηθή αλαγλώξηζε ηδηνηήησλ ηεο κηαο ή ηεο άιιεο ζπλάξηεζεο 

πνπ εκθαλίδνληαη θαη ζηε ζπλάξηεζε άζξνηζκα. 
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3.5.6 ΘΔΜΑ 3: Πειίθν δπν ζπλαξηήζεωλ  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) = θ*x+ι, g(x)=α*x^λ+β θαη h(x) 

πνπ είλαη ην πειίθν απηώλ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηηο ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο πειίθν h(x) θαη πώο επεξεάδνληαη από ηηο ηδηόηεηεο ηεο ησλ f(x) θαη 

g(x);  

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε γηα ην θ=1, ι=0 θαη γηα ην α=1. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β; Πώο επηδξνύλ νη αιιαγέο ηεο g(x) ζηηο ηδηόηεηεο ηεο 

h(x); 

2. Δπηιέμηε γηα ην θ=1, α=1, β=-1 θαη λ=2. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή ι; Πώο επηδξνύλ νη αιιαγέο ηεο f(x) ζηηο ηδηόηεηεο ηεο 

h(x); 

3.  Δπηιέμηε γηα ην ι=0, α=1, β=0 θαη λ=-1. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή θ; Πώο εμεγνύληαη νη κεηαβνιέο απηέο; 

4. Με ηελ εληνιή «Μεηνλνκαζία» επαλαθαζνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) 

ζηελ f(x) = θ*x^2+ι; ΢ηε ζπλέρεηα επαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Πώο 

κεηαβάιιεηαη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο γηλόκελν h(x), ζε ζρέζε κε ηηο κεηαβνιέο 

ζηα γξαθήκαηα ησλ f(x) θαη g(x); 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ 

πνπ θάλαηε. Πεξηγξάςηε πώο κεηαβάιινληαη νη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) γηα ηηο 

δηάθνξεο κεηαβνιέο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ επηιέμαηε. Γώζηε κηα 

εμήγεζε (αλ είλαη δπλαηόλ θαη αιγεβξηθή) γηα ηνλ ηξόπν πνπ νη ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο h(x) εμαξηώληαη από ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ 

πνιιαπιαζηάζαηε. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Γηα ηε δηαρείξηζε ησλ εξγαιείσλ ηνπ κηθξόθνζκνπ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηε κηα ή ηελ άιιε 

ζπλάξηεζε. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

θάζε ζπλάξηεζεο. 
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 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζε κεξηθέο 

παξακέηξνπο. 

 Πώο νξίδεηαη ζε θάζε πεξίπησζε ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο πειίθν. 

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα εμεηάζνπλ ηε ζπλάξηεζε πειίθν γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ λ. 

Οη απαληήζεηο ηνπο γηα ηε κνξθή θαη ηηο ηδηόηεηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο h(x) 

πνπ ζπλδένληαη ζηελά κε ηηο ηδηόηεηεο θαη ηε κνξθή ησλ επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ 

αλακέλεηαη λα πεξηγξάθνπλ ηηο αιιαγέο ζηε κνξθή ηεο. Π.ρ. γηα λ=2 άιιε κνξθή έρεη 

όηαλ ν ζπληειεζηήο β έρεη ζεηηθέο ηηκέο – έλαο θιάδνο – θαη άιιε όηαλ έρεη αξλεηηθέο 

ηηκέο – έρεη δπν ή πεξηζζόηεξνπο θιάδνπο. Αθόκα ζε θάζε πεξίπησζε νη καζεηέο 

αλακέλεηαη λα πεξηγξάθνπλ ην πώο κεηαβάιιεηαη ε κνξθή ηεο, ε θακππιόηεηά ηεο, ε 

κνλνηνλία ηεο ηα αθξόηαηά ηεο ζε ζρέζε κε ηεο κεηαβνιέο ηεο g(x) θαη κάιηζηα όηη 

κεηαβάιιεηαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε κε απηήλ.  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο h(x) 

απνηειείηαη από ηξείο θιάδνπο νη νπνίνη απνκαθξύλνληαη κεηαμύ ηνπο θαη από ηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ όηαλ κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή ι ηεο f(x) πξνο 

αξλεηηθέο ή πξνο ζεηηθέο ηηκέο.  

Διερεύνηση 3 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε πειίθν είλαη κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε ηεο 

κνξθήο θx
2
 θαη   ππαθνύεη ζηηο αιιαγέο ηεο θακππιόηεηαο θαη ηεο κνλνηνλίαο ζε 

ζρέζε κε ηηο αιιαγέο ηνπ ζπληειεζηή θ.   

Διερεύνηση 4 

Οη απαληήζεηο πνπ ζα δώζνπλ αλακέλεηαη λα είλαη αλάινγεο κε ησλ πξνεγνπκέλσλ. 

Μάιηζηα, ζηελ πεξίπησζε ηεο επαλάιεςεο ηεο πξώηεο δηεξεύλεζεο ε ζπλάξηεζε h(x) 

αιιάδεη κνξθή θαηά πεξίεξγν ηξόπν κε ηελ έλλνηα όηη ελώ ζηηο κηθξέο ηηκέο ηνπ β 

εκθαλίδνληαη δπν θιάδνη όηαλ νη ηηκέο ηεο κεγαιώζνπλ ε κνξθή ηεο εκθαλίδεηαη σο 

παξαβνιή. Σέηνηα θαηλόκελα κπνξνύλ λα δηεξεπλεζνύλ (1) θάλνληαο κεγέζπλζε ζε 

κηα πεξηνρή ηεο θακπύιεο ή (2) κε ηε βνήζεηα ηεο άιγεβξαο.  

Οη επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ δελ είλαη πάληνηε εύθνιν λα γίλνπλ 

κε ηε βνήζεηα ηεο αιγεβξηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο. Ωζηόζν θάπνηεο από ηηο 

νπηηθέο παξαηεξήζεηο κπνξνύλ λα ζπλδεζνύλ κε ηελ αιγεβξηθή εμίζσζε ησλ ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ είηε ηώξα είηε ζην κέιινλ κε ελδηαθέξνληεο ηξόπνπο. 

Σα παξαπάλσ εξσηήκαηα είλαη ελδεηθηηθά θαη αλάινγα κε ην επίπεδν θαη ηηο αλάγθεο 

ησλ καζεηώλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα ζέζεη δηθά ηνπ απινύζηεξα εξσηήκαηα, 

εμεηάδνληαο γηα παξάδεηγκα ην άζξνηζκα δπν γξακκηθώλ ή δπν ηεηξαγσληθώλ ή κηαο 

γξακκηθήο θαη κηαο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο. ΢ε θάζε πεξίπησζε απηό πνπ 

ελδηαθέξεη είλαη ε νπηηθή αλαγλώξηζε ηδηνηήησλ ηεο κηαο ή ηεο άιιεο ζπλάξηεζεο 

πνπ εκθαλίδνληαη θαη ζηε ζπλάξηεζε άζξνηζκα. 
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3.5.7 ΘΔΜΑ 4: ΢ύλζεζε δπν ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) = θ*x+ι, g(x)=α*x^λ+β θαη h(x) 

πνπ είλαη ε ζύλζεζε f(g(x)) απηώλ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηηο ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο h(x) θαη πώο επεξεάδνληαη από ηηο ηδηόηεηεο ηεο ησλ f(x) θαη g(x);  

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε γηα ην θ=1, ι=0 θαη γηα ην α=1. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή β; Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x); 

2. Δπηιέμηε γηα ην θ=1, α=1, β=-2 θαη λ=4. Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή ι; Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x); 

3. Δπηιέμηε γηα ην ι=0, α=1, β=0 θαη λ=-1.Ση αιιάδεη ζηελ ζπλάξηεζε h(x) θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνλ ζπληειεζηή θ; Πνηέο από ηηο ηδηόηεηεο ηεο g(x) δηαηεξεί ε h(x); 

4. Με ηελ εληνιή Μεηνλνκαζία επαλαθαζνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζηελ 

f(x) = θ*x^2+ι; ΢ηε ζπλέρεηα επαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Πνηέο 

ηδηόηεηεο ηεο f(x) επηδξνύλ ζηε ζπλάξηεζε ζύλζεζε h(x)=f(g(x)); 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ 

πνπ θάλαηε. Πεξηγξάςηε πώο κεηαβάιινληαη νη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) γηα ηηο 

δηάθνξεο κεηαβνιέο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ επηιέμαηε. Γώζηε κηα 

εμήγεζε (αλ είλαη δπλαηόλ θαη αιγεβξηθή) γηα ηνλ ηξόπν πνπ νη ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο h(x) εμαξηώληαη από ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) πνπ 

πνιιαπιαζηάζαηε. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηε κηα ή ηελ άιιε 

ζπλάξηεζε. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

θάζε ζπλάξηεζεο. 
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 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζε κεξηθέο 

παξακέηξνπο. 

 Πώο νξίδεηαη ζε θάζε πεξίπησζε ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο πειίθν. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε ζύλζεζε ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ ζα είλαη ε ίδηα κε 

ηε ζπλάξηεζε g(x) θαζώο ε f(x) είλαη ίζε κε x θαη δε επεξεάδεη ηελ ζύλζεζε.  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο h(x) 

κεηαβάιιεηαη αλάινγα κε ηε κεηαβνιή ηεο παξακέηξνπ ι ηεο f(x) αιιά ζε θάζε 

πεξίπησζε έρεη ηελ ίδηα κνξθή.  

Διερεύνηση 3 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε h(x) κεηαβάιιεηαη αλάινγα κε ηηο αιιαγέο ηνπ 

ζπληειεζηή θ ηεο ζπλάξηεζεο f(x).  

Διερεύνηση 4 

Οη απαληήζεηο πνπ ζα δώζνπλ αλακέλεηαη λα είλαη αλάινγεο κε ησλ πξνεγνπκέλσλ. 

Μάιηζηα, ζηελ πεξίπησζε ηεο επαλάιεςεο ηεο πξώηεο δηεξεύλεζεο ε ζπλάξηεζε h(x) 

αιιάδεη κνξθή θαηά ηνλ εμήο ηξόπν: Οη δπν θιάδνη ηεο εκθαλίδνπλ ζπκκεηξηθή 

κνξθή όηαλ νη ηηκέο ηνπ β είλαη αληίζεηεο.  

Οη επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ δελ είλαη πάληνηε εύθνιν λα γίλνπλ 

κε ηε βνήζεηα ηεο αιγεβξηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο. Ωζηόζν θάπνηεο από ηηο 

νπηηθέο παξαηεξήζεηο κπνξνύλ λα ζπλδεζνύλ κε ηελ αιγεβξηθή εμίζσζε ησλ ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ είηε ηώξα είηε ζην κέιινλ κε ελδηαθέξνληεο ηξόπνπο. 

Σα παξαπάλσ εξσηήκαηα είλαη ελδεηθηηθά θαη αλάινγα κε ην επίπεδν θαη ηηο αλάγθεο 

ησλ καζεηώλ ν εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα ζέζεη δηθά ηνπ απινύζηεξα εξσηήκαηα, 

εμεηάδνληαο γηα παξάδεηγκα ην άζξνηζκα δπν γξακκηθώλ ή δπν ηεηξαγσληθώλ ή κηαο 

γξακκηθήο θαη κηαο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο. ΢ε θάζε πεξίπησζε απηό πνπ 

ελδηαθέξεη είλαη ε νπηηθή αλαγλώξηζε ηδηνηήησλ ηεο κηαο ή ηεο άιιεο ζπλάξηεζεο 

πνπ εκθαλίδνληαη θαη ζηε ζπλάξηεζε άζξνηζκα. 
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3.6  ΢ΕΝΑΡΙΟ 6 : Ιδιόηηηερ ηων ζςναπηήζεων 

 

 

 

3.6.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ κεξηθέο 

από ηηο βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ, δειαδή ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

ησλ πνιπσλπκηθώλ θαη ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ, ηελ 1-1 ζπλάξηεζε θαη ηελ 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε. ΢ε θάζε πεξίπησζε νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ 

ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο ζε ζπγθεθξηκέλεο νηθνγέλεηεο ζπλαξηήζεσλ  επηιέγνληαο 

θάζε θνξά ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο απηώλ. Έηζη έρνπλ ηελ επθαηξία 

λα θαηαιήγνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο ηδηόηεηεο απηέο πνπ αθνξνύλ νηθνγέλεηεο 

ζπλαξηήζεσλ.   

Πην ζπγθεθξηκέλα, νη καζεηέο, κπνξνύλ λα επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλο ζπλαξηήζεηο από 

κηα νηθνγέλεηα κε ηε βνήζεηα ησλ κεηαβνιέσλ πνπ νξίδνπλ ηηκέο γηα ηνπο 

ζπληειεζηέο ηνπο θαη ζηε ζπλέρεηα λα δηεξεπλνύλ γηα ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

απηήο ή γηα ην αλ είλαη 1-1 ή αλ έρεη αληίζηξνθε θαη ηη άιιεο ηδηόηεηεο πξνθύπηνπλ. 

Ζ αιγεβξηθή εμήγεζε είλαη ην επόκελν βήκα απηήο ηεο δηεξεύλεζεο κε ην νπνίν 

νινθιεξώλεηαη ε θάζε δξαζηεξηόηεηα..  

3.6.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο ησλ  

ζπλαξηήζεσλ. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο γηα ην ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ησλ ζπλαξηήζεσλ ζηνλ 

θαζνξηζκό ησλ ηδηνηήησλ ηεο.  

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο ζε ζρέζε κε ηηο 

ηδηόηεηεο απηήο. 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

92 

 

3.6.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ  ηάμε πνπ έρεη κόλν έλα ππνινγηζηή κε βηληενπξνβνιέα. 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια εξγαζίαο κε βάζε ηηο 

παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ όιε ηελ ηάμε θαη 

θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην απηό θάλνπλ 

παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο ζηξαηεγηθή ζηε 

δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ ηάμε απ’ όινπο 

ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη λα ζπδεηνύληαη 

όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Έηζη πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε κεξηθώλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη απαληήζεηο 

ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά θαη απηώλ 

πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ησλ ηδηνηήησλ κηαο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη κε ηε ζρέζε πνπ έρεη απηή 

κε ηελ κνξθή ηεο θαη ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ ηεο. Σα εξγαιεία πνπ έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ 

άκεζα από ζπγθεθξηκέλεο νηθνγέλεηεο πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ή θαη λα 

νξίζνπλ κηα ηδηόηεηα απηώλ,   

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ησλ ηδηνηήησλ κηαο 

ζπλάξηεζεο κε ηε βνήζεηα ησλ εκπεηξηώλ από ηελ νπηηθή δηαπξαγκάηεπζε απηώλ. 

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 
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ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ κνλνηνλία ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ  

θαη   βνχα xf . ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε κνλνηνλία ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ f(x)=α*sin(β*x+γ)+δ. ΢ηελ ηξίηε, δηεξεπλάηαη ε 

ηδηόηεηα 1-1 ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ   βνχα xf   θαη ζηελ ηέηαξηε, 

κειεηάηαη ε ύπαξμε, ε κνξθή θαη νη ηδηαίηεξεο ηδηόηεηεο ηεο αληίζηξνθεο ησλ 

πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ   βνχα xf . 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σνλ ξόιν ηεο θάζε ζπλάξηεζεο ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο θάζε ηδηόηεηαο. 

 Σνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο θάζε εμίζσζεο ζηνλ θαζνξηζκό ησλ ηδηνηήησλ 

ηεο. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.  

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία  1 

Μνλνηνλία – 

αθξόηαηα 

πνιπσλπκηθώλ 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ησλ 

πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

Δξγαζία 2 

Μνλνηνλία – 

αθξόηαηα 

ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

Δξγαζία 3 
1-1 ζπλάξηεζε 

ΟΛΟΗ 
Γηεξεπλήζεηο γηα ηελ ηδηόηεηα ηεο 

1-1 ζπλάξηεζεο 

Δξγαζία  4 
Αληίζηξνθε 

ζπλάξηεζε ΟΛΟΗ 
Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ νξηζκό ηεο 

αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο 
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3.6.4 Θέκα 1:  Η κνλνηνλία πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =α*x^λ+β. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηνλ 

ηξόπν πνπ κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ λ λα δείρλεη 2 θαη νη δείθηεο ησλ α=1 θαη 

β=-2. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ 

ην ζεκείν Α θηλείηαη πξνο κεγαιύηεξεο ηηκέο; Πνηα είλαη ε κηθξόηεξε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο; 

2. Δπηιέμηε α=1, β=-2 θαη λ=3. Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ 

κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο x; Τπάξρεη ειάρηζηε ή κέγηζηε ηηκή; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηελ ηζρύ ησλ παξαηεξήζεώλ ζαο; 

3. Δπηιέμηε α=1, β=0θαη λ=-1. Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ 

απμάλνληαη νη ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο x; Τπάξρεη ειάρηζηε ή κέγηζηε ηηκή;  

Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ νη ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο κεηώλνληαη; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηελ ηζρύ ησλ παξαηεξήζεώλ 

ζαο; 

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο ηξεηο ζπληειεζηέο α, β θαη λ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ζε πνηέο πεξηπηώζεηο ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα θαη ζε πνηέο πεξηπηώζεηο είλαη θζίλνπζα ζε όιν ην πεδίν νξηζκνύ ηνπ;  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ζε πνηέο πεξηπηώζεηο ε ζπλάξηεζε είλαη θαηά 

δηαζηήκαηα γλεζίσο αύμνπζα θαη θζίλνπζα;  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ζε πνηέο πεξηπηώζεηο ε ζπλάξηεζε έρεη ειάρηζηε θαη ζε 

πνηέο κέγηζηε ηηκή; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηελ ηζρύ ησλ παξαηεξήζεώλ ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε:  ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζε πνηέο 

πεξηπηώζεηο νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο απμάλνπλ θαη ζε πνηέο κεηώλνληαη θαζώο νη 

ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο ρ απμάλνπλ ή κεηώλνληαη. Βνεζήζηε ηνπο λα δηαηππώζνπλ  

θαλόλεο γηα ηε κνλνηνλία ησλ δηαθόξσλ ηύπσλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςηπλ ζε πνηέο πεξηπηώζεηο κηα ζπλάξηεζε έρεη ειάρηζηε ηηκή, 

ζε πνηέο κέγηζηε θαη ζε πνηέο νύηε ειάρηζηε νύηε κέγηζηε; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

ΓΙΑ ΣΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙ΢Η ΣΩΝ ΕΡΓΑΛΕΙΩΝ ΣΟΤ ΜΙΚΡΟΚΟ΢ΜΟΤ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη πξνο ηηο δπν θαηεπζύλζεηο θαη λα 

παξαθνινπζνύλ πσο κεηαβάιινληαη ηα κήθε ΑΒ θαη ΒΔ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ 

ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηηκώλ ηεο εμαξηεκέλεο 

κεηαβιεηήο f(x). 
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 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ηελ 

κνλνηνλία. 

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Πώο θηλείηαη ην ζεκείν Β πάλσ ζην γξάθεκα θαη πώο κεηαβάιινληαη ηα 

κήθε ΑΒ θαη ΒΔ θαζώο κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α. 

 Γηα ηηο κεηαβνιέο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο: 

 Πώο κεηαβάιινληαη ηα κήθε ησλ ΒΑ θαη ΒΔ θαζώο κεηαθηλνύλ ην ζεκείν 

Α πξνο ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ x θαη όηαλ κεηαθηλνύλ 

ην Α πξνο ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ x. 

 Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ κεηαθηλνύλ ην ζεκείν 

Α πξνο ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ x θαη όηαλ κεηαθηλνύλ 

ην Α πξνο ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο ηεο ηεηκεκέλεο ηνπ x.  

 Ση αιιάδεη ζηηο παξαπάλσ κεηαβνιέο όηαλ κεηαβάιινληαη νη ζπληειεζηέο 

ηεο εμίζσζεο. 

 Αλ επαιεζεύνληαη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο θαη αιγεβξηθά.  

ΓΙΑ ΣΙ΢ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όζν ην Α είλαη αξηζηεξά από 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ κεηώλνληαη θαη ζηε ζπλέρεηα απμάλνπλ. Αιγεβξηθά, πξέπεη λα 

απνδεηρζνύλ νη εμήο ζρέζεηο: Αλ x1<x2<0 ηόηε f(x1)>f(x2) θαη αλ 0<x1<x2 ηόηε f(x1-

)<f(x2). 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο απμάλνπλ όζν ην Α θηλείηαη 

πξνο κεγαιύηεξεο ηηκέο. Αιγεβξηθά, πξέπεη λα απνδεηρζνύλ νη εμήο ζρέζεηο: Αλ x1<x2 

ηόηε f(x1)<f(x2). 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όζν ην Α είλαη αξηζηεξά από 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ κεηώλνληαη θαη όηαλ ην Α πεξάζεη ζε ηηκέο κεγαιύηεξεο από ην 

0 κεηώλνληαη επίζεο. Μάιηζηα κπνξνύλ λα ζρνιηάζνπλ όηη όηαλ ην Α πιεζηάδεη ην 0 

από αξηζηεξά νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ηείλνπλ ζην  . Μόιηο πεξάζεη δεμηά από ην 0 

νη ηηκέο δείρλνπλ λα έξρνληαη από ην   θαη λα κεηώλνληαη.  Αιγεβξηθά, πξέπεη λα 

απνδεηρζνύλ νη εμήο ζρέζεηο: Αλ x1<x2<0 ηόηε f(x1)>f(x2) θαη αλ 0<x1<x2 ηόηε f(x1-

)>f(x2) αιιά νη ηηκέο δελ κεηώλνληαη ζπλερώο αιιά γίλεηαη ην «άικα» από ην   ζην 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

96 

 

 θαζώο εύθνια κπνξεί λα βξεζεί έλα ζεκείν αξηζηεξά ηνπ 0 πνπ λα έρεη ηηκή 

κηθξόηεξε από έλα ζεκείν δεμηά ηνπ 0. 

Διερεύνηση 4 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη γηα λ=1, 3,5,7, ... ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζε όιν ην πεδίν νξηζκνύ ηεο όηαλ νη ηηκέο ηνπ α είλαη ζεηηθέο θαη γλεζίσο θζίλνπζα 

ζε όιν ην πεδίν νξηζκνύ ηεο όηαλ είλαη αξλεηηθέο. ΢ηηο πεξηπηώζεηο πνπ νη ηηκέο ηνπ 

λ είλαη λ=2,4,6,8,... έρνπλ δπν δηαζηήκαηα κε δηαθνξεηηθή κνλνηνλία, ζην έλα είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα θαη ζην άιιν γλεζίσο θζίλνπζα. ΢ε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο νη 

καζεηέο πξέπεη λα δηεξεπλήζνπλ έλα ηδηαίηεξν ραξαθηεξηζηηθό θαηλόκελν όπνπ όζν ν 

ρ παίξλεη ηηκέο ζε έλα ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα – γύξσ από ην 0 – νη ηηκέο ηεο 

θαίλεηαη λα παξακέλνπλ ζηαζεξέο (πηζαλό κέγηζην ή ειάρηζην). Σν εξώηεκα ηεο 

δηεξεύλεζεο είλαη αλ όλησο ηζρύεη απηό ή είλαη κηα αδπλακία ηνπ ινγηζκηθνύ εμαηηίαο 

ησλ αξηζκεηηθώλ πξνζεγγίζεσλ. Ζ δηεξεύλεζε πξέπεη λα γίλεη αιγεβξηθά (κε 

ππνινγηζκό ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο γηα δπν ηέηνηεο ηηκέο ηνπ ρ).  Γηα λ=0 ε 

ζπλάξηεζε είλαη ζηαζεξή. Γηα αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ ρ ε ζπλάξηεζε είλαη (1) γηα λ=-1,-

3,-5,... θαηά δηαζηήκαηα γλεζίσο αύμνπζα ή θαηά δηαζηήκαηα γλεζίσο θζίλνπζα 

αλάινγα κε ην πξόζεκν ηνπ α θαη γηα λ=-2,-4,-6, ... είλαη ζην έλα δηάζηεκα 

 0, γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζην άιιν δηάζηεκα  ,0 είλαη 

αληίζηνηρα γλεζίσο θζίλνπζα θαη γλεζίσο αύμνπζα.  

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε, αλ ιπζεί κηα ζεηξά αληζώζεσλ γηα ηελ νπνία πξέπεη λα 

ππνηεζεί όηη x1<x2<0  ή  0<x1<x2 –θαη λα απνδεηρζεί όηη ηζρύεη f(x1)<f(x2) ή f(x1)>f(x2).  
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3.6.5 Θέκα 2: Η κνλνηνλία ηξηγωλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =α*sin(β*x+γ)+δ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα 

ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ α λα δείρλεη 1 θαη νη δείθηεο ησλ β=1, γ=-2 

θαη δ=0. Δπηιέμηε αθόκα ηα ζεκεία Α θαη Β λα νξίδνπλ πεδίν νξηζκνύ γηα ηε 

ζπλάξηεζε ην δηάζηεκα [-π,π]. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιινληαη νη 

ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ ην ζεκείν Μ θηλείηαη πξνο κεγαιύηεξεο ηηκέο; Πνηα 

είλαη ε κηθξόηεξε θαη πνηα ε κεγαιύηεξε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο 

2. Δπηιέμηε ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ α λα δείρλεη 1 θαη νη δείθηεο ησλ β=1, γ=-2 

θαη δ=0.  Μπνξείηε λα θαζνξίζεηε ηε ζέζε ησλ Α θαη Β ώζηε ζην δηάζηεκα απηό 

ε ζπλάξηεζε λα είλαη κόλν αύμνπζα; Μπνξείηε λα θαζνξίζεηε ηε ζέζε ησλ Α θαη 

Β ώζηε ζην δηάζηεκα απηό ε ζπλάξηεζε λα έρεη θαη ειάρηζηε θαη κέγηζηε ηηκή 

(εμαηξνπκέλσλ ησλ άθξσλ); Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηελ ηζρύ ησλ παξαηεξήζεώλ 

ζαο; 

3. Δπηιέμηε, ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ α λα δείρλεη -1 θαη νη δείθηεο ησλ β=1, γ=-

2 θαη δ=0.  Δπαλαθαζνξίζηε ηε ζέζε ησλ Α θαη Β πνπ βξήθαηε ζηελ 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη εμεηάζηε ηη αιιάδεη ζηε κνλνηνλία θαη ζηα 

αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο.  

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηελ ηζρύ ησλ παξαηεξήζεώλ ζαο 

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο α, β, γ θαη δ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Δπηιέμηε δηάθνξεο ζέζεηο ησλ Α θαη Β θαη δηεξεπλείζηε γηα ηε κνλνηνλία θαη ηα 

αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο. Μπνξείηε ζε θάζε πεξίπησζε λα πεξηγξάςεηε ηελ 

κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηελ ηζρύ 

ησλ παξαηεξήζεώλ ζαο;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζε πνηά 

δηαζηήκαηα νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο απμάλνπλ θαη ζε πνηά κεηώλνληαη θαζώο νη ηηκέο 

ηεο κεηαβιεηήο ρ απμάλνπλ ή κεηώλνληαη. Βνεζήζηε ηνπο λα δηαηππώζνπλ θαλόλεο 

γηα ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ 

Κ πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηνπ Λ πάλσ ζηνλ άμνλα ς΄ς. 
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 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ (π.ρ. κπνξνύλ λα 

κεγαιώζνπλ ην κέγεζόο ηνπο ή λα νξίδνπλ ηηο ηηκέο πνπ ζέινπλ ζην άθξν ησλ 

ηηκώλ ηνπο). 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλν πεδίν νξηζκνύ. 

 Πώο νξίδεηαη ην ηκήκα ηνπ άμνλα ς’ς πνπ αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ηελ κεηαβνιή ησλ ηηκώλ: 

 Πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ θηλνύλ ην ζεκείν Μ 

πξνο κεγαιύηεξεο ηηκέο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

 Πόηε εκθαλίδεηαη ε κεγαιύηεξε θαη πόηε ε κηθξόηεξε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο ζην δηάζηεκα κεηαβνιήο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x. 

 Αλ επαιεζεύεηαη ην ζπκπέξαζκά ηνπο γηα ηελ κεηαβνιή ησλ ηηκώλ θαη 

αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ζην δηάζηεκα [-π, 0,43] είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη 

ζην δηάζηεκα [0,43, π] είλαη γλεζίσο αύμνπζα. Μηθξόηεξε ηηκή είλαη ην -1 θαη 

κεγαιύηεξε ην 1. Οη καζεηέο κπνξνύλ λα θάλνπλ ην εμήο πείξακα γηα λα 

επηβεβαηώζνπλ ηελ απάληεζή ηνπο. Να επηιέμνπλ γηα ην γ ηελ ηηκή 0 θαη έηζη λα 

επαλαιάβνπλ ηελ δηεξεύλεζε γηα ηε ζπλάξηεζε f(x)=εκ(ρ). ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην 

ειάρηζην δεκηνπξγείηαη ζην ζεκείν 53,1
2


π

. ΢ηε ζπλέρεηα γηα λα πάξνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x) = εκ(ρ-2) πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηνλ θαηάιιειν 

κεηαζρεκαηηζκό κεηαθνξάο πξνο ηα δεμηά θαηά 2 κνλάδεο. Άξα ην ζεκείν κε ην 

ειάρηζην ζα βξεζεί ζηε ζέζε -1,53+2=0,43.  

Διερεύνηση 2 

Μηα από ηηο πνιιέο απαληήζεηο πνπ κπνξνύλ λα δώζνπλ νη καζεηέο είλαη ην 

δηάζηεκα [0,43, π]. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα βξνπλ 

πεξηζζόηεξεο από κηα απαληήζεηο. 

Διερεύνηση 3 

΢ηελ πεξίπησζε απηή νη καζεηέο δελ ζα δπζθνιεπηνύλ λα απαληήζνπλ όηη ζην 

ζεκείν πνπ είρακε ειάρηζην ηώξα έρνπκε κέγηζην θαη εθεί πνπ έρνπκε κέγηζην 

έρνπκε ειάρηζην. 
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Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ δηάθνξεο δηεξεπλήζεηο ρξεζηκνπνηώληαο ηηο 

γλώζεηο ηνπο αιιά θαη ηελ εκπεηξία πνπ απέθηεζαλ από ηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο. 

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια κε ηε βνήζεηα ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ θαη ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ αληζνηήησλ. 

΢ηελ δεύηεξε πεξίπησζε ε ρξήζε ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνύ θύθινπ είλαη επίζεο ρξήζηκε.  
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3.6.6  Θέκα 3: Η ζπλάξηεζε 1 – 1 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =α*x^λ+β. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε ζε πνηεο 

πεξηπηώζεηο ε ζπλάξηεζε έρεη ηελ ηδηόηεηα 1-1 ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ λ λα δείρλεη 2 θαη νη δείθηεο ησλ α=1 θαη 

β=-2. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πόζεο ηηκέο ηνπ x αληηζηνηρνύλ ζε θάζε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο όηαλ θηλείηε ην ζεκείν Α; Δίλαη ε ζπλάξηεζε 1-1; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο;  

2. Δπηιέμηε ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ λ λα δείρλεη 3 θαη νη δείθηεο ησλ α=1 θαη 

β=-1. Τπάξρεη ζέζε ηνπ Α πνπ λα ηέκλεη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε 

πεξηζζόηεξα από έλα ζεκεία; Δίλαη ε ζπλάξηεζε 1-1;  Μπνξείηε λα απνδείμεηε 

ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

3. Δπηιέμηε ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ λ λα δείρλεη -1 θαη νη δείθηεο ησλ α=1 θαη 

β=0. Τπάξρεη ζέζε ηνπ Α πνπ λα ηέκλεη ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε 

πεξηζζόηεξα από έλα ζεκεία; Δίλαη ε ζπλάξηεζε 1-1; Μπνξείηε λα απνδείμεηε 

ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

4. Δπηιέμηε α=1, β=0 θαη ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ηνπ λ λα δείρλεη δηάθνξεο ηηκέο. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ζε πνηέο πεξηπηώζεηο έρνπκε ζπλάξηεζε 1-1 θαη ζε 

πνηεο όρη; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζε πνηέο 

πεξηπηώζεηο νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ κειέηεζαλ είλαη 1-1 θαη ζε πνηέο όρη. 

Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ θαλόλεο γηα ην πώο κπνξνύλ λα εμεηάζνπλ αιγεβξηθά 

αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη 1-1. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηo ζεκείν Α γηα λα νξίζνπλ ηελ επζεία y=y(A). 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηα ζεκεία ηνκήο ηεο επζεία πνπ 

δηέξρεηαη από ην Α κε ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ηηο ηνκέο ηεο επζείαο y=y(A) κε ην γξάθεκα:  
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 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Σν πιήζνο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο y=y(A) κε ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Σηο θαηάιιειεο ζέζεηο ηνπ Α ώζηε λα έρνπλ παξαδείγκαηα θαηάιιειε γηα 

ηελ αιγεβξηθή επεμεξγαζία ηεο απόδεημεο όηη δελ ηζρύεη ε ηδηόηεηα 1-1. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηηο εκπεηξίεο ηνπο από ηελ νπηηθή δηαπξαγκάηεπζε γηα 

λα επαιεζεύζνπλ ην ζπκπέξαζκά ηνπο αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ζε θάζε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α ε επζεία πνπ δηέξρεηαη 

από απηό ηέκλεη ηελ θακπύιε ζε δπν ζεκεία. Άξα δελ είλαη 1-1. Γηα απόδεημε αξθεί 

έλα παξάδεηγκα. Όηαλ ην Α είλαη ζηε ζέζε (0,1) ηα ζεκεία ηνκήο κπνξνύλ λα 

βξεζνύλ από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο y=1 θαη y=x
2
-2. Σν ζύζηεκα έρεη δπν ιύζεηο 

πνπ ζεκαίλεη όηη δπν δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ 3x   έρνπλ ην ίδην y=1. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη δελ ππάξρεη ζέζε ηνπ Α όπνπ ε επζεία πνπ δηέξρεηαη 

από απηό λα ηέκλεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ζε πεξηζζόηεξα από έλα ζεκεία. Ζ ιύζε 

ηεο εμίζσζεο f(x)=y έρεη ζε θάζε ζέζε ηνπ Α κηα κόλν ιύζε. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε. Ζ δηαθνξά εδώ 

αθνξά ην γεγνλόο όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε απνηειείηαη από δπν θιάδνπο θαη έηζη 

αιγεβξηθά πξέπεη λα εμεηαζηεί θάζε θιάδνο μερσξηζηά αιιά θαη ζπλνιηθά. Μ’ άιια 

ιόγηα νη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη  ε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην Α 

(α) δελ ηέκλεη πνηέ ηνλ ίδην θάδν ζε πεξηζζόηεξα από έλα ζεκεία θαη (2) δελ ππάξρεη 

ζέζε ζηελ νπνία ε επζεία λα ηέκλεη θαη ηνπο δπν θιάδνπο ηαπηόρξνλα.  

Διερεύνηση 4 

Οη απαληήζεηο πνπ αλακέλεηαη λα δνζνύλ είλαη όπσο νη παξαθάησ: 

(1) Γηα λ=0 ε επζεία έρεη άπεηξα θνηλά ζεκεία κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη 

έηζη δελ είλαη 1-1. 

(2) Γηα λ =1, 3, 5, 7,   θαη λ = -1, -3, -5, ... ε ζπλάξηεζε είλαη 1-1 

(3) Γηα λ = 2, 4, 6, 8, ... θαη λ = -2, -4, -6, ... ε ζπλάξηεζε δελ είλαη 1-1 

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε αλ ιπζεί ε εμίζσζε f(x) = y.  
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3.6.7 Θέκα 4: Η αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =α*x^λ+β. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε ζε πνηεο 

πεξηπηώζεηο ε ζπλάξηεζε έρεη αληίζηξνθε;  

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ ηξηώλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ λ=2, α=1 θαη β=1. 

Μπνξείηε λα νξίζεηε ηε ζέζε ησλ Α θαη Β ώζηε ην ηκήκα ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) πνπ νξίδνπλ λα είλαη 1-1 ζπλάξηεζε; Δίλαη ην 

ζπκκεηξηθό ηνπ ηκήκαηνο απηνύ σο πξνο ηελ επζεία ς=ρ ζπλάξηεζε; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ ηξηώλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ λ=3, α=1, β=1, ην ζεκείν 

Α λα είλαη ζηε ζέζε (-4,0) θαη ην Β ζηε ζέζε (4,0). Μεηαθηλήζηε ην ζεκείν Γ από 

ην Α πξνο ην Β θαη αληηζηξόθσο. Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

κεηαβάιινληαη ηα ζεκεία Κ θαη Λ ησλ δπν γξαθεκάησλ; ΢ε πνηα πεξίπησζε ηα 

δπν απηά ζεκεία ηαπηίδνληαη; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ ηξηώλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ λ=-1, α=1, β=1, ην ζεκείν 

Α λα είλαη ζηε ζέζε (-4,0) θαη ην Β ζηε ζέζε (4,0). Μεηαθηλήζηε ην ζεκείν Γ από 

ην Α πξνο ην Β θαη αληηζηξόθσο. Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

κεηαβάιινληαη ηα ζεκεία Κ θαη Λ ησλ δπν γξαθεκάησλ; ΢ε πνηα πεξίπησζε ηα 

δπν απηά ζεκεία ηαπηίδνληαη; Θα εμαθνινπζνύλ λα ηζρύνπλ νη πξνεγνύκελεο 

παξαηεξήζεηο ζαο αλ κεηαβάιιεηε ηηο ζέζεηο ησλ Α θαη Β; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ ηξηώλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ λ=5, α=0.2, β=-0.2, ην 

ζεκείν Α λα είλαη ζηε ζέζε (-6,0) θαη ην Β ζηε ζέζε (6,0). Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε γηαηί ε θακπύιε (δ) είλαη ζπλάξηεζε; Μπνξείηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο; 

Μπνξείηε επίζεο λα βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ησλ δπν 

ζπλαξηήζεσλ; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε πόηε ε ζπκκεηξηθή θακπύιε κηαο ζπλάξηεζεο σο πξνο ηε 

επζεία ς=ρ είλαη ζπλάξηεζε θαη πόηε απηέο έρνπλ θνηλά ζεκεία;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεσλ πνπ έθαλαλ. Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζε πνηέο 

πεξηπηώζεηο νη ζπλαξηήζεηο πνπ κειεηήζαηε έρνπλ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε. 

΢πδεηήζηε καδί ηνπο γηα ην πώο ζπλδέεηαη ε ηδηόηεηα ηνπ 1-1 κε ηελ ύπαξμε 

αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο. Εεηήζηε ηνπο λα εμεγήζνπλ αιγεβξηθά ηελ ύπαξμε 

αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ αθξηβώο ηελ 

εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίζνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 
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 Να θηλνύλ ην ζεκείν Γ θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ 

Κ πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηνπ Λ πάλσ ζηελ ζπκκεηξηθή θακπύιε. 

 Να θηλνύλ ηα ζεκεία Δ θαη Γ γηα λα δηαπηζηώζνπλ αλ ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη 

1-1 θαη ε ζπκκεηξηθή ηεο ζπλάξηεζε. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ. 

 Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα σο πξνο ηηο ηδηόηεηεο πνπ δηεξεπλώληαη όηαλ 

επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλν πεδίν νξηζκνύ. 

 Πώο νξίδεηαη ην ηκήκα πνπ αλαπαξηζηά ην ζπκκεηξηθό ηνπ κέξνπο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο  πνπ νξίδεηαη από ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

 Σν πιήζνο ησλ ζεκείσλ ζηα νπνία νη επζείεο πνπ δηέξρνληαη από ηα Γ θαη 

Δ ηέκλνπλ ηηο δπν θακπύιεο. 

 Γηα ην ζπκκεηξηθό ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο σο πξνο ηελ επζεία ς=ρ: 

 Πώο κεηαβάιιεηαη ην ζπκκεηξηθό ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ κεηαβάιινπλ ην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

 Πόηε ην ζπκκεηξηθό γξάθεκα είλαη ζπλάξηεζε. 

 Πόηε ηα δπν γξαθήκαηα έρνπλ θνηλά ζεκεία. 

 Αλ επαιεζεύεηαη ην ζπκπέξαζκά ηνπο γηα ην ζύλνιν ηηκώλ θαη αιγεβξηθά.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Μηα από ηηο πηζαλέο απαληήζεηο είλαη  όηη ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην δηάζηεκα [0, 2]. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ζπκκεηξηθή σο πξνο y=x είλαη ζπλάξηεζε. Αιγεβξηθά κπνξεί 

λα απνδεηρζεί κε ηελ εύξεζε ηεο εμίζσζήο ηεο από ηελ y=f(x) ελαιιάζζνληαο ηνπο 

ξόινπο ησλ x θαη y. Γειαδή, αληηθαζηζηώληαο ζηε ζέζε ηνπ x ην y θαη αληηζηξόθσο. 

Διερεύνηση 2 

Καη ηα δπν ζεκεία θηλνύληαη πξνο ηελ ίδηα θαηεύζπλζε, πνπ ζεκαίλεη όηη νη ηηκέο 

ηνπο απμάλνληαη. Αθόκα ην ηκήκα ΚΛ κεηώλεηαη κέρξη λα κεδεληζηεί θαη ζηε 

ζπλέρεηα απμάλεη κεηά κεηώλεηαη θαη ζηε ζπλέρεηα απμάλεη. Απηό νθείιεηαη ζηε 

κνξθή ηεο f(x) θαζώο θαη ζην ζπκκεηξηθό ηεο σο πξνο ηελ y=x. Σα δπν γξαθήκαηα 

ηέκλνληαη ζε έλα ζεκείν πάλσ ζηελ επζεία y=x.  

Διερεύνηση 3 
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Καη ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε ηζρύνπλ αλάινγεο κε ηελ πξνεγνύκελε παξαηεξήζεηο. 

Δδώ ππάξρνπλ δπν ζεκεία ηνκήο πνπ κπνξνύλ λα βξεζνύλ κε ηε ιύζε ζπζηεκάησλ. 

Διερεύνηση 4 

Ζ επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην Γ ηέκλεη ηελ (δ) ζε έλα ζεκείν. Δπίζεο ε επζεία πνπ 

δηέξρεηαη από ην ζεκείν Δ ηέκλεη ηελ f(x) ζε έλα ζεκείν (είλαη 1-1). Σα ζεκεία ηνκήο 

κπνξνύλ λα βξεζνύλ αιγεβξηθά κε ηε ιύζε ηεο εμίζσζεο x=f(x). 

Οη αιγεβξηθέο επαιεζεύζεηο ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ κπνξνύλ λα γίλνπλ 

εύθνια ζε θάζε πεξίπησζε αλ ιπζεί κηα ζεηξά ζπζηεκάησλ.  
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4 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 – Όξην θαη ζπλέρεηα 

4.1 ΢ΕΝΑΡΙΟ 7 : Όπιο ΢ςνάπηηζηρ 

 

 

 

4.1.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ ηη ζπκβαίλεη πνιύ θνληά ζε 

έλα ζεκείν κηαο ζπλάξηεζεο. Υξεζηκνπνηνύλ κεξηθά από ηα δηαζέζηκα από ην 

ινγηζκηθό εξγαιεία γηα λα δηεξεπλήζνπλ ηη ζπκβαίλεη κε ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 

όηαλ νη ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο πιεζηάδνπλ ζπλερώο ηελ ηηκή ρν. 

Υξεζηκνπνηνύλ ην νξζνγώλην θαη ηε δηαδηθαζία πξνζαξκνγήο ηνπ ζηελ θακπύιε ή 

επηιέγνπλ κηα ηηκή γηα ηε κηα πιεπξά ηνπ νξζνγσλίνπ θαη αλαδεηνύλ ηελ άιιε ώζηε 

απηό λα πξνζαξκόδεηαη ζηε θακπύιε. Σαπηόρξνλα νη καζεηέο κπνξνύλ λα 

παξαθνινπζνύλ πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηνπ δ θαζώο κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ ε. 

Σέινο θαινύληαη λα θάλνπλ επαιεζεύζεηο κε αιγεβξηθά κέζα (ιύζε αλίζσζεο). Οη 

δηαδηθαζίεο απηέο αλακέλεηαη λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα ζπγθξνηήζνπλ ηελ 

έλλνηα ηνπ νξίνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν ρν. 

4.1.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηνπ νξηζκνύ ζην ρν. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο από κηα δηαδηθαζία πξνζέγγηζεο ηνπ νξίνπ κε ηε 

βνήζεηα ησλ ε θαη δ.  

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ηε δηαδηθαζία ύπαξμεο θαη εύξεζεο ηνπ νξίνπ. 

 Να εθθξάζνπλ πνηνηηθά θαη αιγεβξηθά ηελ ηδηόηεηα ησλ ηζνζπγθιηλνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ. 
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4.1.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηε  ηάμε πνπ έρεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε βηληενπξνβνιέα. 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια εξγαζίαο κε βάζε ηηο 

παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ όιε ηελ ηάμε θαη 

θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην απηό θάλνπλ 

παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηε δηθή ηνπο ζηξαηεγηθή ζηε 

δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ ηάμε απ’ όινπο 

ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη λα ζπδεηνύληαη 

όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Έηζη πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα.  

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε κεξηθώλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη απαληήζεηο 

ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά θαη απηώλ 

πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε κηα 

δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηνπ νξίνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν ρν θαζώο θαη κε ηε 

ζρέζε πνπ έρεη απηή κε ηελ κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο. Σα εξγαιεία πνπ έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ 

άκεζα από ζπγθεθξηκέλεο νηθνγέλεηεο πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ην όξην ζε 

έλα ζεκείν ρν,   

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ησλ νξίσλ κε ηε βνήζεηα ησλ 

δ θαη ε θαζώο θαη κε ηε βνήζεηα ησλ εκπεηξηώλ από ηελ νπηηθή δηαπξαγκάηεπζε 

απηώλ. 

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 
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ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ηδηνηήησλ κηαο ζπλάξηεζεο   βνχα xf  

γύξσ από έλα ζεκείν ρν, κε ηε βνήζεηα ελόο νξζνγσλίνπ ηνπ νπνίνπ νη δηαζηάζεηο 

νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα ησλ ε θαη δ κεηαβνιέσλ θαη ην νπνίν πξέπεη λα 

πξνζαξκνζηεί ζηε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ην ίδην αληηθείκελν αιιά ηώξα θαινύληαη λα πξνζδηνξίζνπλ 

πξώηα ην ε θα ζηε ζπλέρεηα λα πξνζδηνξίζνπλ ην δ ώζηε ην νξζνγώλην λα 

πξνζαξκόδεηαη ζηε θακπύιε. ΢ηελ ηξίηε, δηεξεπλάηαη ην ίδην ζέκα αιιά γηα κηα 

ζπλάξηεζε δηπινύ ηύπνπ θαη έηζη νη καζεηέο έξρνληαη ζε επαθή κε ηελ πεξίπησζε 

ησλ πιεπξηθώλ νξίσλ θαη ηεο κε ύπαξμεο ηνπ νξίνπ. ΢ηελ ηέηαξηε, κειεηάηαη ε 

πεξίπησζε ησλ ηζνζπγθιηλνπζώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σν ξόιν ησλ ε θαη δ ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ νξίνπ κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα 

ζεκείν ρν. 

 Σν ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο θάζε εμίζσζεο ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ νξίνπ 

ηεο ζε έλα ζεκείν. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.  

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 

Σκήκα 

εθαξκνγή

ο 

Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

Ηδηόηεηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο θνληά ζ' 

έλα ζεκείν 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ νξηζκό ελόο  

πξνζαξκνζκέλνπ ζηε ζπλάξηεζε 

νξζνγσλίνπ όζν ην δπλαηόλ πην 

θνληά ζην ρν. 

Δξγαζία 2 
Σν ε θαη ην δ ηνπ 

νξίνπ 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ νξηζκό ηνπ δ 

κε δεδνκέλν ην ε ώζηε ην νξζνγώλην 

κε πιεπξέο 2δ θαη 2ε λα 

πξνζαξκόδεηαη ζην γξάθεκα ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 3 

Σν όξην ζπλάξηεζεο 

δηπινύ ηύπνπ ζην ρν 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ην όξην ηεο 

ζπλάξηεζεο 









o

o

ρ xι,x

x   ,x
)x(f

κ

χβα
 

ζην ρν. 

Δξγαζία 4 

Σν ζεώξεκα ησλ 

ηζνζπγθιηλνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηε ζρέζε ησλ 

νξίσλ ηζνζπγθιηλνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ 
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4.1.4 Θέκα 1: Ιδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο θνληά ζ' έλα ζεκείν 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =θ*x^2+ι*ρ+κ θαζώο θαη έλα νξζνγώλην κε 

θέληξν ην ζεκείν Κ ηνπ νπνίνπ όκσο νη δηαζηάζεηο κπνξνύλ λα κεηαβάιινληαη κε 

ηε βνήζεηα ησλ κεηαβνιέσλ δ θαη ε. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε ηη ζπκβαίλεη γύξσ 

από θάζε ζεκείν ηεο θακπύιεο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=1, ι=-1 θαη κ=-1. Μπνξείηε 

λα νξίζεηε, κε ηε βνήζεηα ηνπ νξζνγσλίνπ κηα πεξηνρή όζν ην δπλαηόλ πην θνληά 

ζην ζεκείν (1, f(1));  Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ πεξηνρή απηή; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=1, ι=-1 θαη κ=-1. Μπνξείηε 

λα νξίζεηε, κε ηε βνήζεηα ηνπ νξζνγσλίνπ, κηα πεξηνρή κε αθόκα κηθξόηεξεο 

δηαζηάζεηο από απηέο πνπ νξίζαηε ζηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα πεξηέρεη 

ην ζεκείν (1, f(1)); Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ πεξηνρή απηή; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=1, ι=-2 θαη λ=-1. Μπνξείηε λα 

νξίζεηε κε ηε βνήζεηα ηνπ νξζνγσλίνπ κηα πεξηνρή κε αθόκα κηθξόηεξεο 

δηαζηάζεηο από απηέο πνπ νξίζαηε ζηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα πεξηέρεη 

ην ζεκείν (1, f(1)); Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ πεξηνρή απηή; 

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο ηξεηο ζπληειεζηέο θ, ι θαη λ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε κηα δηαδηθαζία κε ηελ νπνία κπνξείηε λα νξίζεηε έλα 

νξζνγώλην κε όζν ην δπλαηόλ κηθξόηεξεο δηαζηάζεηο πνπ λα πεξηέρεη έλα 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο;  

Μπνξείηε λα πξνβιέςεηε πώο πξέπεη λα νξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ δ θαη ε 

ώζηε λα νξίζεηε ην ελ ιόγσ νξζνγώλην; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηνλ ηξόπν κε 

ηνλ νπνίν επέιεμαλ ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ ε θαη δ γηα λα νξίζνπλ κηα όζν ην 

δπλαηόλ κηθξή νξζνγώληα πεξηνρή γύξσ από έλα ζεκείν ηεο ζπλάξηεζεο.  

Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζηελ ηάμε κε αιγεβξηθό ηξόπν ηνλ ηξόπν νξηζκνύ κηα 

νπνηαδήπνηε νξζνγώληαο πεξηνρήο γύξσ από έλα ζεκείν.  

Βνεζήζηε ηνπο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ δηπιή αληζόηεηα ρν-δ<ρ<ρν+δ θαη f(ρν)-ε < 

ς < f(ρν)+ε γηα λα εθθξάζνπλ αιγεβξηθά ηνλ ηξόπν νξηζκνύ κηαο νξζνγώληαο 

πεξηνρήο γύξσ από ην ζεκείν (ρν, f(ρν)). 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α γηα λα νξίζνπλ ην ζεκείν ζην ρν. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Κ κέρξη λα ην πξνζαξκόζνπλ ζην ζεκείν ρν. 

 Να θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην ζηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο. 
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 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα: 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Πώο πξέπεη λα θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην 

νξζνγώλην πάλσ ζηε θακπύιε. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή «Zoom» γηα λα κεγεζύλνπλ θνληά ζην f(xo). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ ε θαη δ πνπ ηαηξηάδνπλ ώζηε ην νξζνγώλην λα 

έρεη ηηο θνξπθέο κηαο δηαγσλίνπ ηνπ πάλσ ζηε θακπύιε. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xo-δ, xo+δ, f(xo)-ε θαη f(xo)+ε θαη ππνινγίδνπλ 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ δπν ζεκείσλ ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ αλήθνπλ ζηελ 

θακπύιε.  

 Τπνινγίδνπλ ηελ αληζνηηθή ζρέζε πνπ πιεξνύλ νη ηεηκεκέλεο θαη νη 

ηεηαγκέλεο ηεο θακπύιεο πνπ αλήθνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ νξζνγσλίνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α ζηε ζέζε (1,0). (2) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Κ 

ζηε ζέζε Β ηεο θακπύιεο (3) Να κεηαθηλήζνπλ ηνπο δείθηεο ε θαη δ κέρξη ηα άθξα 

ηεο δηαγσλίνπ ηνπ νξζνγσλίνπ λα αλήθνπλ ζηε θακπύιε. (4) Να θαηαγξάςνπλ ηηο 

ηηκέο ησλ ε θαη δ. Π.ρ. αλ ε=0,121 θαη δ=0,2209 ζην νξζνγώλην αλήθνπλ ηα ζεκεία 

πνπ έρνπλ ηεηκεκέλεο x πνπ αλήθνπλ ζηελ πεξηνρή                               xo-

0,2283<x<xo+0,2283 θαη ηεηαγκέλεο πνπ αλήθνπλ ζηελ πεξηνρή f(xo)-0,3482< f(x)< 

f(xo)+0,3482. (5) Δπηιέγνπλ κεγέζπλζε (Zoom) θνληά ζην ζεκείν Β θαη 

επαλαιακβάλνπλ ηα πξνεγνύκελα πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπλ έλα κηθξόηεξν νξζνγώλην 

γύξσ από ην ζεκείν (xo, f(xo)) (Αλακέλεηαη λα βξνπλ ε=0,0634 θαη δ=0,0934 ή 

ε=0,0185 θαη δ=0,0285 ή ε=0,011 θαη δ=0,0185. (6) Δπηβεβαηώλνπλ ηελ ζρέζε ησλ δ 

θαη ε ιύλνληαο ηελ ζρεηηθή αλίζσζε ηνπνζεηώληαο ζηε ζέζε ηνπ xo=1 θαη f(xo)=-1. 

Έηζη ιύλνπλ ηελ αλίζσζε -1-0,3482< x
2
-2< -1+0,3482 πνπ είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 1-

0,3482< x
2
<1+0,3482 ή 0,6518< x

2
<1,3482 ή 0,80734<x<1,16112 ην νπνίν είλαη 

θνληά ζην δηάζηεκα ηνπ xo πνπ έρεη πξνζδηνξηζηεί από ην ε, θαη ην νπνίν είλαη 

0,7717<xo<1,2283. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηκείλεη ζηε δηαδηθαζία επαιήζεπζεο 

θαη ζηελ θαιή πξνζέγγηζε ησλ δπν δηαζηεκάησλ. 

Διερεύνηση 2 
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Αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο ηηκέο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ θαζώο θαη 

ηελ ίδηα δηαδηθαζία. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

πξνβιέπνπλ ηα δπν δηαζηήκαηα επηιέγνληαο δηθέο ηνπο ηηκέο ζην δ θαη ζην ε θαη ζηε 

ζπλέρεηα λα επαιεζεύνπλ ηηο επηινγέο ηνπο κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνύ.  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ 

ζηηο δπν πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Μηα ελδεηθηηθή ηηκή γηα ηα δ θαη ε είλαη: ε= 

0,1259 θαη δ= 0,1284.  

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επηιέμνπλ γηα ην λ=1, 2, 3,,4, 5, 6,7, ... ή λ=-1,-2,-3,... θαη 

ζε θάζε πεξίπησζε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο θ θαη ι. Έηζη ζα κπνξνύλ λα 

εθαξκόδνπλ ηελ δηαδηθαζία πνπ αλαπηύρζεθε παξαπάλσ ζε δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο 

θαη ζε δηάθνξα ζεκεία ηνπο. Ζ πξνηεηλόκελε δηαδηθαζία ηεο πξόβιεςεο ησλ ηηκώλ δ 

θαη ε θαζώο θαη ησλ δηαζηεκάησλ γύξσ από ην xo θαη f(xo) πνπ απηέο νξίδνπλ ζα ηνπο 

βνεζήζεη λα ζεσξεηηθνπνηήζνπλ κηα δηαδηθαζία πνπ αθελόο κπνξεί λα ζπλερίδεηαη 

όζν ζέινπκε θαη αθεηέξνπ ηα δηαζηήκαηα απηά κπνξνύλ λα πξνζεγγίδνπλ ηηο ηηκέο 

ησλ xν f(xν) όζν ζέινπκε.  

 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

111 

 

 

4.1.5 Θέκα 2: Σν ε θαη ην δ ηνπ νξίνπ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =θ*x^λ+ι θαζώο θαη νη επζείεο ς=L θαη x = ρν .  

Έλα νξζνγώλην πνπ δεκηνπξγείηαη από ηηο επζείεο ς=L-ε, ς=L+ε, x=ρν -δ θαη 

x=ρν +δ κπνξεί λα θηλείηαη ειεύζεξα ζύξνληαο ην ζεκείν ρν αιιά θαη λα 

κεηαβάιινληαη νη δηαζηάζεηο ηνπ κέζσ ησλ κεηαβνιέσλ ησλ δ θαη ε.  

Μπνξείηε γηα θάζε ρν λα εξεπλήζεηε γηα ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν 

απηό; 

Γηεξεπλήζεηο 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=1, ι=-2 θαη λ=1. Δπηιέμηε 

αθόκα ην ζεκείν ρν λα είλαη ζηε ζέζε (1,0) θαη ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ε λα 

δείρλεη 0,3. Μπνξείηε λα νξίζεηε κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα δ κηα θαηάιιειε 

ηηκή ώζηε ην νξζνγώλην πνπ ζα νξίζεηε λα δίλεη κηα ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ζην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην ρν; Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηνλ νξηζκό ηνπ δ 

όηαλ κηθξαίλεηε ηελ ηηκή ηνπ ε; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=1, ι=-2 θαη λ=1. Μπνξείηε λα 

εξεπλήζεηε γηα ηηο ηηκέο ηνπ δ πνπ νξίδνπλ κηα θαιή πξνζέγγηζε ηνπ νξίνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία ρν =2, όηαλ ην ε δείρλεη 0,03;  

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά απηή ηελ πξνζέγγηζε ηνπ νξίνπ;  

3. Με ηελ επηινγή Redefine επαλαθαζνξίζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ώο εμήο: f(x) 

= θ*(x-1)^λ+ι. ΢ηε ζπλέρεηα επηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=2, 

ι=1 θαη λ=0.5. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηάθνξα 

ζεκεία ηεο θακπύιεο; Ση ζπκβαίλεη ζην αξηζηεξό άθξν ηεο θακπύιεο; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ πξνζέγγηζε ηνπ νξίνπ κε ην νξζνγώλην;  

4. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο 

25x10x

5x3
)x(f

2 


  ζην 

ρν=5;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε ζαο κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηνλ ηξόπν κε 

ηνλ νπνίν εξεύλεζαλ ην όξην ζην ζεκείν ρν ησλ δηαθόξσλ ζπλαξηήζεσλ.  

Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζηελ ηάμε έλα αιγεβξηθό ηξόπν πξνζδηνξηζκνύ ηεο 

ηηκήο ηνπ δ γηα θάζε επηινγή ηεο ηηκήο ε ζηηο δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο.  

Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ηνπο ιόγνπο γηα ηνπο νπνίνπο δελ κπνξνύλ λα νξίζνπλ 

έλα νξζνγώλην γύξσ από ην ρν =5 ζηελ πεξίπησζε ηεο 4εο δηεξεύλεζεο. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκείν ρν  θαη L ώζηε λα νξίζνπλ ην θαηάιιειν ζεκείν ηεο 

ζπλάξηεζεο γηα λα δηεξεπλήζνπλ ην όξην ζην xo. 
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 Να θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην ζηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Πώο πξέπεη λα θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην 

νξζνγώλην πάλσ ζηε θακπύιε. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή «Zoom» γηα λα κεγεζύλνπλ θνληά ζην f(xo). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ L-ε, L+ε, ρν-ε θαη ρν+ε θάζε θνξά πνπ 

ηαηξηάδνπλ ην νξζνγώλην ζηελ θακπύιε. 

 Τπνινγίδνπλ ηελ αληζνηηθή ζρέζε πνπ πιεξνύλ νη ηεηκεκέλεο θαη νη 

ηεηαγκέλεο ηεο θακπύιεο πνπ αλήθνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ νξζνγσλίνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία από ηελ πξνεγνύκελε εξγαζία 1 αλακέλεηαη 

λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να  επηιέμνπλ θαηάιιεια ηηο ηηκέο ησλ δεηθηώλ ησλ θ θαη ι ώζηε λα νξίζνπλ ηε 

δεηνύκελε ζπλάξηεζε. (2) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν ρν ζηε ζέζε (1,0). (3) Να 

κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν L ζηε θαηάιιειή ζέζε ηεο θακπύιεο (4) Να κεηαθηλήζνπλ 

ηνλ δείθηε ε λα δείρλεη 0,3 θαη λα αλαδεηήζνπλ ηελ ηηκή ηνπ δείθηε δ κέρξη ηα άθξα 

ηεο δηαγσλίνπ ηνπ νξζνγσλίνπ λα αλήθνπλ ζηε θακπύιε. (5) Να θαηαγξάςνπλ ηηο 

ηηκέο ησλ ε θαη δ. Π.ρ. αλ ε=0,3 θαη δ=0,3 ζην νξζνγώλην αλήθνπλ ηα ζεκεία ηεο 

θακπύιήο πνπ έρνπλ ηεηκεκέλεο x πνπ αλήθνπλ ζηελ πεξηνρή ρo-0,3<x<ρo+0,3 θαη 

ηεηαγκέλεο πνπ αλήθνπλ ζηελ πεξηνρή L-0,3< f(x)< L+0,3. (5) Δπηιέγνπλ κεγέζπλζε 

(Zoom) θνληά ζην ζεκείν ηνκήο ησλ δπν επζεηώλ θαη επαλαιακβάλνπλ ηα 

πξνεγνύκελα πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπλ έλα κηθξόηεξν νξζνγώλην γύξσ από ην ζεκείν 

(ρo, L) (Αλακέλεηαη, γηα ε=0,99 λα βξνπλ δ=0,99, γηα ε=0,03 λα βξνπλ δ=0,03 θ.ν.θ. 

(6) Να θαηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ L-ε, L+ε, ρν-δ θαη ρν+δ. (7) Να επηβεβαηώλνπλ ηελ 

ζρέζε ησλ δ θαη ε ιύλνληαο ηελ ζρεηηθή αλίζσζε ηνπνζεηώληαο ζηε ζέζε ηνπ xo=1 

θαη f(xo)=-1. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηκείλεη ζηε δηαδηθαζία επαιήζεπζεο θαη 

ζηελ θαιή πξνζέγγηζε ησλ δπν δηαζηεκάησλ. Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη νη ηηκέο ησλ δ θαη ε πνπ νξίδνπλ ην νξζνγώλην είλαη πάληνηε ίζεο. 

Ο εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ην επαιεζεύνπλ θαη 

αιγεβξηθά. 
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Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία από ηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε 1 

αλακέλεηαη (1) λα κεηαθηλήζνπλ ηελ επζεία L ζηε ζέζε (0,0) θαη (2) λα πξνβιέςνπλ 

όηη γη αε=0,03 ην δ=0,03. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

επαλαιάβνπλ ηηο πξνβιέςεηο ηνπο θαη γηα άιιεο ηηκέο ηνπ ε θαη λα επαιεζεύζνπλ ηηο 

πξνβιέςεηο ηνπο νπηηθά (θάλνληαο κεγέζπλζε θνληά ζην ζεκείν ηνκήο ησλ δπν 

επζεηώλ) αιιά θαη αιγεβξηθά αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία πνπ απέθηεζαλ από ηελ 

εξγαζία 1.   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ 

ζηηο δπν πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο γηα λα εξεπλήζνπλ ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζηα 

δηάθνξα ζεκεία ηεο. ΢ην αξηζηεξό άθξν ηεο ζπλάξηεζεο, δειαδή ζην (1,1) πξέπεη λα 

νδεγήζνπλ ην θέληξν ηνπ νξζνγσλίνπ ζην ζεκείν απηό θαη λα πξνζπαζήζνπλ λα 

νξίζνπλ έηζη ηα ε θαη δ ώζηε λα πξνζαξκνζηεί ζηελ θακπύιε κόλν ε κία θνξπθή ηεο 

δηαγσλίνπ. Γηα παξάδεηγκα αλ επηιέμνπλ ην ε=0.1933 κηα θαιή πξνζέγγηζε ηνπ δ 

ώζηε ην νξζνγώλην λα πξνζαξκόδεηαη είλαη δ=0,0135. Ο εθπαηδεπηηθόο ζηελ 

πεξίπησζε απηή κπνξεί λα κηιήζεη ζηνπο καζεηέο ηνπ γηα ην πιεπξηθό όξην ηεο f(x) 

ζην xo=1.  

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο γηα λα βξνπλ ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο 

25x10x

5x3
)x(f

2 


 ζην ρν=5  

αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο. (1) Να ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ εληνιή 

Redefine γηα λα πιεθηξνινγήζνπλ ηελ ζπλάξηεζε. Μάιηζηα αλακέλεηαη λα 

πιεθηξνινγήζνπλ ηνλ ηύπν f(x)=(3*x-5)/sqrt(x²-10*x+25). (2) Να νδεγήζνπλ ην ρν 

ζην ζεκείν (5,0). (3) Να επηρεηξήζνπλ λα νδεγήζνπλ ην ζεκείν L ζηε ζέζε πνπ ε 

επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην L λα ηέκλεη ηελ θακπύιε. Αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ 

όηη δελ κπνξνύλ λα νξίζνπλ νξζνγώλην πξνζαξκνζκέλν ζηελ θακπύιε πνπ λα 

πεξηέρεη ηκήκα ηεο. Απηό κπνξεί λα εξκελεπζεί όηη ε ζπλάξηεζε δελ έρεη ζην ρν όξην 

πξαγκαηηθό αξηζκό. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα ππνδείμεη ζηνπο καζεηέο λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ εληνιή «Zoom» γηα λα θάλνπλ ζκίθξπλζε ηεο επηθάλεηαο 

εξγαζίαο ή λα επηιέμνπλ κε δεμί θιηθ ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

επηιέμνπλ ηνλ άμνλα ςς΄ θαη λα νξίζνπλ λα παίξλεη κεγάιεο ηηκέο. Έηζη ζα  κπνξνύλ 

λα δνπλ όηη όζν κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ ς ρξεζηκνπνηνύλ ηόζν θαιύηεξα κπνξνύλ λα 

νξίζνπλ έλα νξζνγώλην πνπ λα πεξηέρεη κέξνο ηεο θακπύιεο. Απηή ε εκπεηξία είλαη 

ρξήζηκε γηα λα ζπδεηεζεί ζηελ ηάμε ε πεξίπησζε πνπ ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην ρ0 

είλαη  .  
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4.1.6  Θέκα 3:  Σν όξην ζπλάξηεζεο δηπινύ ηύπνπ ζην ρν  

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  










o

o

ρx ι,x

x   ,x
)x(f

κ

χβα
 

Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο (1) ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο 

θακπύιεο θαη (2) ζην ζεκείν ρν; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=0, θ=-0.4, ι=3, κ=-1 θαη 

λ=2. Αθόκα επηιέμηε ην ζεκείν Α λα είλαη ζηε ζέζε (2,0) θαη ην ζεκείν ρν λα 

είλαη ζηε ζέζε (1,0). Αλ ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ε λα δείρλεη 0,3 κπνξείηε λα 

νξίζεηε κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα δ κηα θαηάιιειε ηηκή ώζηε ην νξζνγώλην 

πνπ ζα νξίζεηε λα δίλεη κηα ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ζην όξην ηεο ζπλάξηεζεο 

ζην ρν; Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηνλ νξηζκό ηνπ δ όηαλ κηθξαίλεηε ηελ ηηκή ηνπ 

ε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ πεξηνρή απηή;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=0, θ=-0.4, ι=3, κ=-1 θαη 

λ=2. Αθόκα επηιέμηε ην ζεκείν Α λα είλαη ζηε ζέζε (2,0) θαη ην ζεκείν ρν λα 

είλαη ζηε ζέζε (3,0). Αλ ν δείθηεο ηνπ κεηαβνιέα ε δείρλεη 0,1 κπνξείηε λα 

νξίζεηε κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα δ κηα θαηάιιειε ηηκή ώζηε ην νξζνγώλην 

πνπ ζα νξίζεηε λα δίλεη κηα ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ζην όξην ηεο ζπλάξηεζεο 

ζην ρν; Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηνλ νξηζκό ηνπ δ όηαλ κηθξαίλεηε ηελ ηηκή ηνπ 

ε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ πεξηνρή απηή;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=0, θ=-0.4, ι=3, κ=-1 θαη 

λ=2. Αθόκα επηιέμηε ην ζεκείν Α λα είλαη ζηε ζέζε (2,0) θαη ην ζεκείν ρν λα 

είλαη ζηε ζέζε (2,0). Μπνξείηε κε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ ε θαη δ λα 

νξίζεηε έλα θαηάιιεια πξνζαξκνζκέλν νξζνγώλην πνπ λα δίλεη κηα πξνζέγγηζε 

ζην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην ρν;  Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηελ θαηάζηαζε απηή 

αιγεβξηθά; 

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=0, θ=-0.4, ι=3, κ=-1 θαη 

λ=2. Αθόκα επηιέμηε ην ζεκείν Α λα είλαη ζηε ζέζε (2,0) θαη ην ζεκείν ρν λα 

είλαη ζηε ζέζε (2,0). Ση πξέπεη λα κεηαβάιεηε ζηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε 

απηή λα έρεη όξην ζην ζεκείν ρν. Μπνξείηε κε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ ε θαη 

δ λα νξίζεηε ηώξα έλα θαηάιιεια πξνζαξκνζκέλν νξζνγώλην πνπ λα δίλεη κηα 

πξνζέγγηζε ζην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην ρν; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηελ 

θαηάζηαζε απηή αιγεβξηθά;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ηνλ ηξόπν κε ηνλ 

νπνίν εξεύλεζαλ ην όξην ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο δηπινύ ηύπνπ ζπλάξηεζεο. 

Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςνπλ ζηελ ηάμε πώο κπνξεί λα ππνινγηζηεί ην όξην κηαο 

ζπλάξηεζεο δηπινύ ηύπνπ ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο. 
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ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκείν ρν  θαη L ώζηε λα νξίζνπλ ην θαηάιιειν ζεκείν ηεο 

ζπλάξηεζεο γηα λα δηεξεπλήζνπλ ην όξην ζην xo. 

 Να θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην ζηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Πώο πξέπεη λα θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην 

νξζνγώλην πάλσ ζηε θακπύιε. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή «Zoom» γηα λα κεγεζύλνπλ θνληά ζην f(xo). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ L-ε, L+ε, ρν-ε θαη ρν+ε θάζε θνξά πνπ 

ηαηξηάδνπλ ην νξζνγώλην ζηελ θακπύιε. 

 Τπνινγίδνπλ ηελ αληζνηηθή ζρέζε πνπ πιεξνύλ νη ηεηκεκέλεο θαη νη 

ηεηαγκέλεο ηεο θακπύιεο πνπ αλήθνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ νξζνγσλίνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία από ηηο πξνεγνύκελεο εξγαζίεο 1 θαη 2 

αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να  επηιέμνπλ θαηάιιεια ηηο ηηκέο ησλ δεηθηώλ ησλ θ, ι, κ, λ, α θαη β ώζηε λα 

νξίζνπλ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. (2) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α ζηε ζέζε (2,0) θαη ην 

ρν ζηε ζέζε (1,0). (3) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν L ζηε θαηάιιειή ζέζε ηεο 

θακπύιεο (4) Να κεηαθηλήζνπλ ηνλ δείθηε ε λα δείρλεη 0,3 θαη λα αλαδεηήζνπλ ηελ 

ηηκή ηνπ δείθηε δ κέρξη ηα άθξα ηεο δηαγσλίνπ ηνπ νξζνγσλίνπ λα αλήθνπλ ζηε 

θακπύιε. (5) Να θαηαγξάςνπλ ηηο ηηκέο ησλ ε θαη δ. Π.ρ. αλ ε=0,3 θαη δ=0,3 ζην 

νξζνγώλην αλήθνπλ ηα ζεκεία ηεο θακπύιήο πνπ έρνπλ ηεηκεκέλεο x πνπ αλήθνπλ 
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ζηελ πεξηνρή ρo-0,3<x<ρo+0,3 θαη ηεηαγκέλεο πνπ αλήθνπλ ζηελ πεξηνρή L-0,3< 

f(x)< L+0,3. (5) Δπηιέγνπλ κεγέζπλζε (Zoom) θνληά ζην ζεκείν ηνκήο ησλ δπν 

επζεηώλ θαη επαλαιακβάλνπλ ηα πξνεγνύκελα πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπλ έλα 

κηθξόηεξν νξζνγώλην γύξσ από ην ζεκείν (ρo, L) (Αλακέλεηαη, γηα ε=0,99 λα βξνπλ 

δ=0,99, γηα ε=0,03 λα βξνπλ δ=0,03 θ.ν.θ. (6) Να θαηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ L-ε, 

L+ε, ρν-δ θαη ρν+δ. (7) Να επηβεβαηώλνπλ ηελ ζρέζε ησλ δ θαη ε ιύλνληαο ηελ 

ζρεηηθή αλίζσζε ηνπνζεηώληαο ζηε ζέζε ηνπ xo=1 θαη f(xo)=-1. O εθπαηδεπηηθόο 

πξέπεη λα επηκείλεη ζηε δηαδηθαζία επαιήζεπζεο θαη ζηε θαιή πξνζέγγηζε ησλ δπν 

δηαζηεκάησλ. Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη νη ηηκέο ησλ δ θαη ε πνπ 

νξίδνπλ ην νξζνγώλην είλαη πάληνηε ίζεο. Ο εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από 

ηνπο καζεηέο λα ην επαιεζεύνπλ θαη αιγεβξηθά. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αμηνπνηώληαο ηελ εκπεηξία από ηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε 1 

αλακέλεηαη (1) λα κεηαθηλήζνπλ ηελ επζεία L ζηε θαηάιιειε ζέζε (0, 4,4) ώζηε ην 

θέληξν ηνπ νξζνγσλίνπ λα αλήθεη πάλσ ζηε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο θαη (2) λα 

επηιέμνπλ γηα ε=0,01 θαη λα βξνπλ θαηάιιειν δ ώζηε ην νξζνγώλην λα 

πξνζαξκόδεηαη ζηε θακπύιε. Μηα πηζαλή ηηκή ηνπ δ κπνξεί λα είλαη ε δ=0,1621. Ο 

εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα 

δηαδηθαζία θαη γηα άιιεο ηηκέο ηνπ ε θαη λα επαιεζεύζνπλ ηηο πξνβιέςεηο ηνπο νπηηθά 

(θάλνληαο κεγέζπλζε θνληά ζην ζεκείν ηνκήο ησλ δπν επζεηώλ). Ζ πεξηνρή πνπ 

αλήθεη ην ρ είλαη 3-0,1621<ρ<3+0,1621 ελώ ε πεξηνρή πνπ αλήθνπλ νη αληίζηνηρεο 

ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 4,4-0,1<f(x)<4,4+0,1. Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ πώο όζν κηθξαίλνπλ ηελ ηηκή ηνπ ε (δειαδή όζν πην θνληά ζηε ηηκή 

f(xo) βξίζθνληαη) ηόζν κηθξαίλεη θαη ε ηηκή ηνπ ε (ηόζν πην θνληά ζην xo παίξλνπλ 

ηηκέο γηα ην ρ)   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ  όηη δελ κπνξνύλ λα πξνζαξκόζνπλ έλα 

νξζνγώλην πάλσ ζηελ θακπύιε θαη ηαπηόρξνλα ελώ κηθξαίλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ ε 

κπνξνύλ λα επηιέγνπλ θαηάιιειν δ ώζηε ην νξζνγώλην λα πξνζαξκόδεηαη. Ζ 

αιγεβξηθή εμήγεζε κπνξεί λα δνζεί επηιέγνληαο κηα ηπραία ηηκή γηα ην ε θαη 

ιύλνληαο ηελ αλίζσζε L-ε<f(x)<L+ε όπνπ L κηα θαηάιιειε ηηκή πνπ πξνζδηνξίδεη 

ηε ζέζε ηνπ θέληξνπ ηνπ νξζνγσλίνπ. Όηαλ ην L είλαη ζηε ζέζε (0,2) ηόηε ν 

αξηζηεξόο θιάδνο ηεο ζπλάξηεζεο (δειαδή ε f(x)=αx+β) κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί 

ζην ζρεηηθό νξζνγώλην  κόλν από αξηζηεξά. Όηαλ ην L είλαη ζηε ζέζε (0,3,4) ηόηε ν 

δεμηόο θιάδνο ηεο ζπλάξηεζεο (δειαδή ε g(x)=θx
2
+ιx+κ) κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί 

ζην ζρεηηθό νξζνγώλην  κόλν από δεμηά. Ζ πξνζαξκνγή θαη ζηα δπν άθξα 

ηαπηόρξνλα δελ κπνξεί λα γίλεη θαζώο κεηαμύ ησλ θιάδσλ ππάξρεη θελό. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο κπνξνύλ λα κεηαθηλήζνπλ ηνλ δείθηε ώζηε λα θαιπθζεί ην θελό κεηαμύ 

ησλ ηηκώλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. Ζ θαηάιιειε ηηκή είλαη κ=2,4. ΢ηελ πεξίπησζε 

απηή κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί ην νξζνγώλην θαηάιιεια αξθεί ην L λα κεηαθηλεζεί 

ζηε ζέζε (0,2). Γειαδή κπνξνύλ λα γίλνπλ νη πξνζαξκνγέο ηαπηόρξνλα. Ο 

εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα επηιέμνπλ γηα ε κηα ηηκή, π.ρ. 

0,3 θαη λα αλαδεηήζνπλ ηελ θαηάιιειε ηηκή γηα ην δ. Δπεηδή νη δπν θακπύιεο έρνπλ 

δηαθνξεηηθή κνξθή νη καζεηέο δελ ζα κπνξνύλ λα πξνζαξκόζνπλ θαη ηηο δπν 

θνξπθέο ηνπ νξζνγσλίνπ ηαπηόρξνλα. Γειαδή ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπλ δπν ηηκέο 

γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην. Γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην ζηελ f(x) 
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πξέπεη λα επηιέμνπλ σο ηηκή ηνπ δ ην 0,2971. Γηα λα πξνζαξκόζνπλ ηελ κηα θνξπθή 

ηεο δηαγσλίνπ ηνπ νξζνγσλίνπ ζηε g(x) πξέπεη λα επηιέμνπλ γηα δ ηελ ηηκή 0,2051. Ο 

εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα θαηεπζύλεη ηνπο καζεηέο λα επηιέμνπλ ηελ κηθξόηεξε ηηκή 

ηνπ  δ θαη γηα ηηο δπν πεξηπηώζεηο νπόηε έηζη εμαζθαιίδεηαη, όηη γηα όιεο νη ηηκέο ηνπ 

ρ πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ηνπ ρ0-δκ θαη ρ0+δκ νη αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 

αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (L-ε, L+ε).  
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4.1.7  Θέκα 4: Σν ζεώξεκα ηωλ ηζνζπγθιηλνπζώλ ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^ξ*sin(β/x^κ) θαζώο θαη ησλ ζπλαξηήζεσλ 

g(x)=θ*x^λ θαη h(x) = -θ*x^λ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε ζε πνηεο πεξηπηώζεηο ε 

ζπλάξηεζε f(x) είλαη γηα θάζε x αλάκεζα ζηηο g(x) θαη h(x);  

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, κ=1, ξ=1 θαη λ=1. 

Πνηά είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ θ ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) λα βξίζθεηαη πάληνηε 

αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη h(x). Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ 

κεηαβάιιεηε ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα β; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ 

πεξηνρή απηή;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=2, κ=1 θαη ξ=2. Πνηά 

είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ θ θαη ηνπ λ ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) λα βξίζθεηαη 

πάληνηε αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη h(x). Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ 

κεηαβάιιεηε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ β θαη κ; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ πεξηνρή απηή; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-0.3, β=1, ξ=0.5 θαη κ=2. 

Πνηά είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ θ θαη ηνπ λ ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) λα βξίζθεηαη 

πάληνηε αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη h(x). Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ 

κεηαβάιιεηε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ β θαη κ; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηελ 

θαηάζηαζε απηή αιγεβξηθά;  

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.5, κ=1 θαη ξ=1. Πνηά είλαη 

ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ θ θαη ηνπ λ ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) λα βξίζθεηαη πάληνηε 

αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη h(x). Ση ζπκβαίλεη ζην γξάθεκα όηαλ 

κεηαβάιιεηε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ β θαη κ; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηελ 

θαηάζηαζε απηή αιγεβξηθά; 

Αλαθεθαιαίσζε:  ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε κε ηνπο καζεηέο ζαο γηα ην ζεώξεκα ησλ 

ηζνζπγθιηλνπζώλ ζπλαξηήζεσλ. Εεηήζηε ηνπο λα εθθξάζνπλ έλα γεληθό 

ζπκπέξαζκα γηα ην όξην ζην 0 ησλ ηζνζπγθιηλνπζώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ κειεηήζαηε.  

Εεηήζηε ηνπο λα δώζνπλ κηα εμήγεζε ζε θάζε πεξίπησζε πνπ εξεύλεζαλ αιγεβξηθά. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα ηνπ ρν ώζηε λα νξίδνπλ ην ηεηξάγσλν ζην νπνίν 

παξαηεξνύλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (Ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα: 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο 

ησλ κεηαβνιέσλ ησλ ζπληειεζηώλ ηεο. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ησλ ζπλαξηήζεσλ g(x) θαη h(x) πνπ νξίδεηαη 

από ηηο ησλ κεηαβνιέσλ ησλ ζπληειεζηώλ ηεο. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή «Zoom» γηα λα κεγεζύλνπλ θνληά ζην 0. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο αληζνηηθέο ζρέζεηο κεηαμύ ησλ ηηκώλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 

πνπ βξίζθνληαη ζην εζσηεξηθό ηνπ ηεηξαγώλνπ. 

 Τπνινγίδνπλ ηελ αληζνηηθή ζρέζε πνπ πιεξνύλ νη ηεηκεκέλεο θαη νη 

ηεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ πνπ αλήθνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ ηεηξαγώλνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη πξέπεη λα επηιέμνπλ γηα ην θ ηελ ηηκή 1. Οη 

καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) είλαη πάληνηε 

αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη h(x). Γειαδή όηη ηζρύεη g(x)<f(x)<h(x). Ο 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ θαη αιγεβξηθά 

ηελ δηπιή αληζόηεηα. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη πξέπεη λα επηιέμνπλ γηα ην θ ηελ ηηκή 1 θαη γηα 

ηελ ηηκή ηνπ λ ην 2. Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) είλαη πάληνηε αλάκεζα ζηηο ζπλαξηήζεηο g(x) θαη h(x). Γειαδή όηη 

ηζρύεη g(x)<f(x)<h(x). Ο εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

επαιεζεύνπλ θαη αιγεβξηθά ηελ δηπιή αληζόηεηα. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ 

ζηηο δπν πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα βξνπλ όηη πξέπεη λα επηιέμνπλ θ=-0,3 θαη 

λ=0,5 γηα λα θάλνπλ ζάληνπηηο ηελ  f(x) κε ηηο g(x) θαη h(x). ΢ε θάζε αιιαγή ησλ 

δεηθηώλ ησλ β θαη κ ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο εμαθνινπζεί λα παξακέλεη αλάκεζα 

ζηηο g(x) θαη h(x). 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία θαη λα βξνπλ όηη πξέπεη 

λα επηιέμνπλ θ=0.5 θαη λ=1 γηα λα θάλνπλ ζάληνπηηο ηελ  f(x) κε ηηο g(x) θαη h(x). ΢ε 

θάζε αιιαγή ησλ δεηθηώλ ησλ β θαη κ ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο εμαθνινπζεί λα 

παξακέλεη αλάκεζα ζηηο g(x) θαη h(x). 
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Ζ αιγεβξηθή εμήγεζε κπνξεί λα δνζεί αλ ιεθζεί ππόςε ε εμίζσζε ηεο 

f(x)=α*x^ξ*sin(β/x^κ) όπνπ ηζρύνπλ ηα εμήο:  

1)^x/sin(1  μβ . Άξα ξx̂*αf(x)ξx̂* α .  

Έηζη νη κεηαβνιέο ησλ β θαη κ κεηαβάιινπλ κόλν ηελ ζπλάξηεζε f(x)  ζην εζσηεξηθό 

ησλ g(x) θαη h(x).  
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4.2 ΢ΕΝΑΡΙΟ 8 : ΢ςνέσεια ΢ςνάπηηζηρ και εθαπμογέρ 

 

 

 

4.2.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ γηα ηε ζπλέρεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο θαζώο θαη λα εθαξκόζνπλ κεξηθά 

από ηα πην ζεκαληηθά ζεσξήκαηα πνπ ζπλδένληαη κε ηε ζπλέρεηα, όπσο ην ζεώξεκα 

Bolzano θαη ην ζεώξεκα ησλ ελδηάκεζσλ ηηκώλ.  

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ηνπο κεηαβνιείο γηα λα νξίζνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ην πεδίν νξηζκνύ ηνπο θαη κέζσ απηώλ λα θάλνπλ επαιεζεύζεηο 

ησλ ζπκπεξαζκάησλ ηνπο κε αιγεβξηθά κέζα (ιύζε αλίζσζεο). Οη δηαδηθαζίεο απηέο 

αλακέλεηαη λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα ζπγθξνηήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο 

θαη λα ηελ ζπλδέζνπλ κε ηα ζεσξήκαηα ύπαξμεο ησλ ξηδώλ θαη ησλ ελδηάκεζσλ 

ηηκώλ. 

4.2.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο ζπλάξηεζεο ζε 

ζεκείν ρν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ ύπαξμε θαη πξνζέγγηζε ησλ ξηδώλ 

ζπλάξηεζεο.  

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ηελ δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ ξηδώλ θαη ηνπ πξνζήκνπ 

ζπλάξηεζεο ζε έλα πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

 Να κειεηνύλ θαη λα εθθξάζνπλ πνηνηηθά θαη αιγεβξηθά ηδηόηεηεο γηα ην πιήζνο 

ησλ ξηδώλ  κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο.  
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4.2.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηε  ηάμε πνπ έρεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε βηληενπξνβνιέα. 

΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια εξγαζίαο κε βάζε ηηο 

παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ όιε ηελ ηάμε θαη 

θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην απηό θάλνπλ 

παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο ζηξαηεγηθή ζηε 

δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ ηάμε απ’ όινπο 

ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη λα ζπδεηνύληαη 

όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζεο θαη κε κηα δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ησλ 

ξηδώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Σα εξγαιεία πνπ 

έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ηε ζπλέρεηά ηνπο ζε έλα ζεκείν ρν ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο.  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο.  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ηεο ζπλέρεηαο ζπλάξηεζεο ζε 

έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

 λα ρξεζηκνπνηνύλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο σο πξνϋπόζεζε  γηα ηελ ύπαξμε ξίδαο 

ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 
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επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ξηδώλ ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=αx+βcos(γx)+δ. ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ην ίδην αληηθείκελν 

αιιά ηώξα θαινύληαη λα πξνζδηνξίζνπλ ην ρν ώζηε ζε έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο ζην νπνίν πεξηέρεηαη θαη ην ρν λα έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα. ΢ηελ ηξίηε, 

δηεξεπλάηαη ην ζύλνιν ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο κε δηπιό ηύπν θαη αλ ε ζπλάξηεζε 

παίξλεη όιεο ηηο ηηκέο πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα κεηαμύ ησλ δπν άθξσλ ηνπ ζπλόινπ 

ηηκώλ. ΢ηελ ηέηαξηε, κειεηάηαη ε ύπαξμε ξηδώλ ζε έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ην πξόζεκν απηήο ζηα δηάθνξα δηαζηήκαηα. 

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σνλ ξόιν ηεο ζπλέρεηαο κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ρν σο πξνο ηελ 

ύπαξμε ησλ ξηδώλ ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Σνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ ηεο θάζε εμίζσζεο ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ 

πιήζνπο ησλ ξηδώλ ζε έλα δηάζηεκα. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.  

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Πξνζέγγηζε ξηδώλ 

ζπλάξηεζεο 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ησλ ξηδώλ κηαο 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 2 
΢πλέρεηα θαη ξίδεο 

ζπλάξηεζεο 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηελ ζπλέρεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη ηελ ύπαξμε 

ξηδώλ. 

Δξγαζία 3 
Σν ζεώξεκα 

ελδηάκεζσλ ηηκώλ 
ΟΛΟΗ 

Σν ζεώξεκα ησλ ελδηάκεζσλ 

ηηκώλ  γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ 

ζπλόινπ ηηκώλ ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 4 
Δθαξκνγέο ησλ 

ζεσξεκάησλ 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηηο ξίδεο θαη ην 

πξόζεκν ησλ ηηκώλ ζπλάξηεζεο. 
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4.2.4 Θέκα 1: Πξνζέγγηζε ηωλ ξηδώλ ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x+β*cos(γ*x)+δ. Μπνξείηε λα δηεξεπλήζεηε 

αλ έρεη ξίδεο θαη λα ηηο πξνζδηνξίζεηε; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, γ=1 θαη δ=-4. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε έλα δηάζηεκα ζην νπνίν λα αλήθεη κηα ξίδα ηεο 

ζπλάξηεζεο; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε θαη λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ ύπαξμε 

ηεο ξίδαο θαζώο θαη ηε δηαδηθαζία πξνζέγγηζεο απηήο;. 

2. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε απηή λα έρεη 

αθξηβώο δπν ξίδεο ζην δηάζηεκα [π,2π];  

3. Μπνξείηε λα νξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε απηή ζην 

δηάζηεκα [π,2π] λα πεξηέρεη αθξηβώο πέληε ξίδεο; Μπνξείηε λα ηηο πξνζδηνξίζεηε 

κε κηα ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε πνηόο ζπληειεζηήο ηεο 

εμίζσζεο επζύλεηαη γηα ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ζε έλα δηάζηεκα; 

4. Δπηιέμηε δ=0 θαη β=5. Μπνξείηε λα νξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ άιισλ ζπληειεζηώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο ώζηε απηή ζην δηάζηεκα [-π, π] λα πεξηέρεη αθξηβώο δέθα ξίδεο; 

Μπνξείηε λα ηηο πξνζδηνξίζεηε κε κηα ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε; Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε γηαηί νη δπν ζπληειεζηέο α θαη γ ηεο ζπλάξηεζεο επζύλνληαη γηα ην 

πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο ζε έλα δηάζηεκα; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Γ ώζηε λα νξίζνπλ ην δεηνύκελν δηάζηεκα 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα πξνζδηνξίδνπλ 

ηελ πεξηνρή ζηελ νπνία αλήθεη ε δεηνύκελε ξίδα. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Δπηιέγνπλ ηηο πεξηνρέο ηνπ γξαθήκαηνο ζηηο νπνίεο αλήθνπλ νη ξίδεο ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 
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 Καηαγξάθνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία αλήθνπλ νη ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Τπνινγίδνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία αλήθνπλ νη ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο  

θαη ειέγρνπλ ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο γηα λα 

ειέγμνπλ ην ζεώξεκα Bolzano. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλήζνπλ ηα ζεκείν Α θαη Γ ζε ζέζεηο εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f(x) κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ. (2) Να επηιέμνπλ ηελ εληνιή 

««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» θαη λα θάλνπλ κεγέζπλζε ηεο πεξηνρήο ζην ζεκείν 

ηνκήο (3) Να κεηαθηλήζνπλ ηα ζεκεία Α θαη Γ αθόκα πην θνληά ζην ζεκείν ηνκήο θαη 

λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία θαη άιιεο θνξέο. (4) Να θαηαγξάςνπλ ηηο ηηκέο 

ησλ x(A) θαη x(Γ) θαη λα νξίζνπλ ην δηάζηεκα ζην νπνίν αλήθεη ε δεηνύκελε ξίδα 

ηεο ζπλάξηεζεο. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα ζεκεηώζεη όηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 

ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο πξέπεη λα είλαη εηεξόζεκεο ώζηε λα ππάξρεη ζην δηάζηεκα 

απηό κηα ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο. Μ’ άιια ιόγηα λα επαιεζεύεηαη ην ζεώξεκα Bolzano. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα κεηαθηλήζνπλ ηνπο δείθηεο β θαη γ ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε λα 

ηέκλεη ηνλ άμνλα ζην δηάζηεκα [π,2π] ζε δπν ζεκεία. Μπνξνύλ λα βξνπλ δηάθνξεο 

ηηκέο γηα ηα β θαη γ. Μηα ελδεηθηηθή είλαη β=2 θαη γ=2,3.   

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα κεηαθηλήζνπλ ηνπο δείθηεο β, γ θαη δ ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε λα 

ηέκλεη ηνλ άμνλα ζην δηάζηεκα [π,2π] ζε πέληε ζεκεία. Μπνξνύλ λα βξνπλ δηάθνξεο 

ηηκέο γηα ηα β, γ θαη δ. Μηα ελδεηθηηθή είλαη β=3.2, γ=4.8 θαη δ = -4. Πξνθαλώο θαη νη 

ηέζζεξηο ζπληειεζηέο α, β, γ, δ επζύλνληαη γηα ην πιήζνο ησλ  ξηδώλ ζε έλα δηάζηεκα 

αιιά θπξίσο ν ζπληειεζηήο πνπ επζύλεηαη γηα ηελ πεξίνδν ηεο ζπλάξηεζεο. Καη 

απηόο είλαη ν ζπληειεζηήο γ.  

Διερεύνηση 4 

Μηα πεξίπησζε είλαη λα επηιεγνύλ α=0,5 θαη γ = 5. Μηα εμήγεζε πνπ αλακέλεηαη λα 

δνζεί γηα ηνλ ξόιν ησλ ζπληειεζηώλ α θαη γ πξνέξρεηαη από ηελ παξαηήξεζε όηη ε 

ζπλάξηεζε είλαη άζξνηζκα κηαο πεξηνδηθήο θαη κηαο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο. Εεηήζηε 

από ηνπο καζεηέο λα «παίμνπλ» κε ηηο ηηκέο ησλ δπν ζπληειεζηώλ θαη λα 

παξαηεξήζνπλ ηη κεηαβάιιεη ζην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο θάζε έλα από απηνύο. 

Έηζη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ν κελ ζπληειεζηήο α αιιάδεη ηελ θαηεύζπλζε ηεο 

θακπύιεο ελώ ν ζπληειεζηήο γ ηελ πεξίνδν. Άξα ν κελ έλαο θέξλεη πνην πνιιά 

ηκήκαηα πεξηόδσλ εληόο ελόο δηαζηήκαηνο θαη ν άιινο νξίδεη πνιιά 

επαλαιακβαλόκελα ηκήκαηα ζε έλα δηάζηεκα.    
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4.2.5 Θέκα 2: ΢πλέρεηα θαη ξίδεο ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  










o

κ

o

λ

xx ,θx

xx ,x
)x(h

βα
 

Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε ηελ ζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα δηάζηεκα πνπ 

πεξηέρεη ην ρν θαη πόηε ζην δηάζηεκα απηό πεξηέρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, γ=1, λ=2, θ=1 θαη κ=2. 

Μπνξείηε λα νξίζεηε έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζην νπνίν λα 

πεξηέρεηαη ην ζεκείν ρν θαη λα είλαη ζπλερήο ζ' απηό; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, γ=1, λ=2 θαη θ=2. 

Μπνξείηε λα νξίζεηε ηελ ηηκή ηνπ κ θαη έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζην νπνίν λα πεξηέρεηαη ην ζεκείν ρν θαη λα είλαη ζπλερήο ζ' απηό; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-1, β=3, λ=2, θ=2 θαη κ=-2. 

Μπνξείηε λα εμεηάζεηε αλ ππάξρεη έλα δηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζην 

νπνίν ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο, πεξηέρεη ην ζεκείν ρν, θαη έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα ζ' απηό; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-3 θαη λ=-0.5. Μπνξείηε λα 

νξίζεηε ηηκέο γηα ηνπο ππόινηπνπο ζπληειεζηέο θαη έλα δηάζηεκα ζην νπνίν λα 

πεξηέρεηαη ην ζεκείν ρν θαη ε ζπλάξηεζε λα έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζ' απηό; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α γηα λα νξίζνπλ ην ζεκείν ζην ρν. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Κ κέρξη λα ην πξνζαξκόζνπλ ζην ζεκείν ρν. 

 Να θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην ζηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  
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 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Πώο πξέπεη λα θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην 

νξζνγώλην πάλσ ζηε θακπύιε. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα κεγεζύλνπλ 

θνληά ζην f(xo). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ ε θαη δ πνπ ηαηξηάδνπλ ώζηε ην νξζνγώλην λα 

έρεη ηηο θνξπθέο κηαο δηαγσλίνπ ηνπ πάλσ ζηε θακπύιε. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xo-δ, xo+δ, f(xo)-ε θαη f(xo)+ε θαη ππνινγίδνπλ 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ δπν ζεκείσλ ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ αλήθνπλ ζηελ 

θακπύιε.  

 Τπνινγίδνπλ ηελ αληζνηηθή ζρέζε πνπ πιεξνύλ νη ηεηκεκέλεο θαη νη 

ηεηαγκέλεο ηεο θακπύιεο πνπ αλήθνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ νξζνγσλίνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να νξίζνπλ κε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο f(x)=x
2
+1 θαη 

g(x)=x
2
. (2) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α ζε δηάθνξεο ζέζεηο γηα λα δηαπηζηώζνπλ 

όηη δελ ππάξρεη ζέζε ζηελ νπνία νη δπν θιάδνη ηεο θακπύιεο ζπκπίπηνπλ. (3) Να 

εμεγήζνπλ όηη απηό ηζρύεη δηόηη ρ
2
+1 είλαη πάληνηε δηάθνξν ηνπ ρ

2
. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα βξνπλ δηάθνξεο ηηκέο γηα ην κ. Μηα από απηέο είλαη ε κ=-1. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ε ηηκή ρν=1 καο θάλεη ηε δηπινύ ηύπνπ ζπλάξηεζε ζπλερή ζην ρν. Ο 

εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα αλαδεηήζνπλ θαη άιιεο ηηκέο 

γηα ην κ θαη ην ρν. ΢ε θάζε πεξίπησζε ειέγρνπλ ην όξην ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν 

Α πξνζαξκόδνληαο ην νξζνγώλην ησλ δ θαη ε θαη εμεγώληαο πεξαηηέξσ αιγεβξηθά ηε 

ηζόηεηα ησλ νξίσλ από αξηζηεξά θαη δεμηά ζην xA.   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ 

ζηηο δπν πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δλώ κπνξνύλ λα βξνπλ δπν ζεκεία ζπλέρεηαο, 

ζην 1 θαη ζην -1, ζην -1 ηθαλνπνηνύληαη νη απαηηήζεηο ηεο δηεξεύλεζεο. Οη καζεηέο 

κπνξνύλ γύξσ από ην -1 λα νξίζνπλ δηάζηεκα ζην νπνίν λα ηζρύεη ην ζεώξεκα 

Bolzano ελώ αληίζεηα δελ είλαη εύθνιν θνληά ζην 1 λα νξίζνπλ αλάινγν δηάζηεκα.   

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επηιέμνπλ β=4, θ=1 θαη κ=3. ΢ην ζεκείν ρν=1 είλαη 

ζπλερήο θαη έηζη νη καζεηέο κπνξνύλ λα νξίζνπλ δηάζηεκα γύξσ από απηό, ζην νπνίν 

ηζρύεη ην ζεώξεκα Bolzano.  
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4.2.6  Θέκα 3: Σν ζεώξεκα ηωλ ελδηάκεζωλ ηηκώλ ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  


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Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηα δηαζηήκαηα ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο σο πξνο ην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.4, β=0, λ=2, θ=1, ι=-2 θαη 

κ=1. Μπνξείηε λα νξίζεηε ζέζεηο ησλ Α, Β θαη Γ θαζώο θαη κηα ηηκή ηνπ yA ώζηε 

ε ζπλάξηεζε λα είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ (xB, xΓ) πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία 

Β θαη Γ; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.4, β=0, λ=2, θ=1, ι=-2 θαη 

κ=1. Μπνξείηε λα νξίζεηε ζέζεηο ησλ Α, Β θαη Γ θαζώο θαη κηα ηηκή ηνπ ςA, ώζηε 

ε ζπλάξηεζε λα είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ (xB,xΓ) θαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

πνπ αληηζηνηρεί ζ' απηό λα είλαη έλα δηάζηεκα θαη όρη έλσζε δηαζηεκάησλ; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

3. Πώο πξέπεη λα επηιεγνύλ νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη ην 

πεδίν νξηζκνύ ηεο (xB, xΓ), ώζηε θάζε ζεκείν ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο λα είλαη 

εηθόλα ελόο ζεκείνπ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά 

ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Δπαλαιάβαηε ηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα θαη γηα άιιεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ ηεο ζπλάξηεζεο θαη δηαηππώζηε ην ζεώξεκα ησλ ελδηάκεζσλ ηηκώλ 

γηα θάζε πεξίπησζε. Ηζρύεη ην ζεώξεκα ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζεκείν (0,ςΑ) δελ 

αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο;  Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά 

ηελ απάληεζή ζαο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να θηλνύλ ηα ζεκεία Β θαη Γ ώζηε λα νξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α γηα λα νξίζνπλ ην ζεκείν ζην ρν. 

 Να θηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα ςΑ γηα λα νξίζνπλ ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην 

ζεκείν ρ=ρΑ. 
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 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη γηα θάζε ζπλάξηεζε από ηηο ηηκέο 

ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Πώο πξέπεη λα θηλνύλ ην ζεκείν Α θαη ηνλ κεηαβνιέα ςΑ γηα λα ηνπο 

κεηαβνιείο ε θαη δ γηα λα πξνζαξκόζνπλ ην νξζνγώλην πάλσ ζηελ 

θακπύιε. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα κεγεζύλνπλ 

θνληά ζην f(xo). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xB,xΓ θαη xA ζε θάζε πεξίπησζε. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ θαη ππνινγίδνπλ ηα 

όξηα απηώλ ζην xA.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ζηνπο κεηαβνιείο ηηο θαηάιιειεο ηηκέο ώζηε λα νξίζνπλ ηνπο δπν 

θιάδνπο ηεο  ζπλάξηεζεο. (2) Να κεηαθηλήζνπλ ηα ζεκεία Β θαη Γ ώζηε λα νξίζνπλ 

ην πεδίν νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο (3) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α ώζηε λα νξίζνπλ 

ηελ ηηκή ηνπ xA. (4) Να κεηαθηλήζνπλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα ςΑ ώζηε λα βξνπλ 

ηελ θαηάιιειε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Κ. (5) Να θαηαγξάςνπλ ηηο ηηκέο ησλ xB, xΓ, xA θαη 

ςΑ. (6) Να επαιεζεύζνπλ αιγεβξηθά ηα απνηειέζκαηα ησλ εξεπλώλ ηνπο. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηκείλεη ζηε δηαδηθαζία επαιήζεπζεο κε αιγεβξηθό ηξόπν. 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ δηάθνξεο πεξηπηώζεηο γηα ηηο ζέζεηο ησλ Β, Γ θαη Α. 

Γηα παξάδεηγκα, κπνξνύλ λα βξνπλ xB=(2,0), xΓ=(6,0) θαη xA=(3,9,0).  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο εκπεηξίεο πνπ απέθηεζαλ από ηελ πξνεγνύκελε 

δηεξεύλεζε θαη λα επηιέμνπλ ην ζεκείν Λ λα ηαπηίδεηαη κε ην Γ2. Ο εθπαηδεπηηθόο 

πξέπεη λα επηκείλεη θαη ζηελ αιγεβξηθή επαιήζεπζε. 

Διερεύνηση 3 

Οη εκπεηξίεο θαη νη ζπδεηήζεηο ζηελ ηάμε θαηά ηηο δπν πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο 

κπνξνύλ λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα επηιέμνπλ δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο 

κεηαβνιείο θαζώο θαη γηα ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α, Β θαη Γ. Οπηηθά θαζνδεγνύληαη 

από ηα δπν ζύλνια ηηκώλ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη λνεηηθά από ηελ αιγεβξηθή 
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δηαδηθαζία ηεο ζπλέρεηαο ζην ζεκείν ρΑ. Σειηθά γηα λα έρνπλ έλα ζπλερέο ζύλνιν 

ηηκώλ θαη όρη έλσζε δπν δηαθνξεηηθώλ δηαζηεκάησλ ε ζπλάξηεζε πξέπεη λα είλαη 

ζπλερήο ζην ζεκείν xA. Σόηε, ζε θάζε ζέζε ηνπ δείθηε ςΑ αληηζηνηρεί θαη ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ Λ πνπ είλαη κηα ηηκή  ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ. Καη επεηδή ε ζπλάξηεζε είλαη 

ζπλερήο ζην δηάζηεκα πνπ νξίδνπλ ηα Β θαη Γ ε ηηκή ςΑ είλαη ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο. 

Μ’ άιια ιόγηα ηζρύεη ην ζεώξεκα ησλ ελδηάκεζσλ ηηκώλ. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επηιέμνπλ δηάθνξεο ηηκέο γηα ηηο κεηαβιεηέο ηνπ 

κηθξόθνζκνπ θαη λα εζηηάζνπλ θαιύηεξα θαη ζεσξεηηθόηεξα ζην ζεώξεκα ησλ 

ελδηάκεζσλ ηηκώλ.  
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4.2.7 Θέκα 4: Δθαξκνγέο ηωλ ζεωξεκάηωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  

f(x)=α*(x-θ)*(x-ι)+β*(x-ι)*(x-κ)+γ*(x-κ)*(x-θ). Μπνξείηε (1) λα εξεπλήζεηε γηα 

ηηο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζε θαζώο θαη γηα ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο ζηα 

δηαζηήκαηα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο θαη (2) λα επαλαιάβεηε ηελ έξεπλα θαη γηα 

άιινπο ηύπνπο ζπλαξηήζεσλ;  

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. ΢ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*(x-θ)*(x-ι)+β*(x-ι)*(x-κ)+γ*(x-κ)*(x-θ). 

Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε: (1) ΢ε πνηεο πεξηπηώζεηο ε ζπλάξηεζε έρεη δπν ξίδεο 

θαη ζε πνηα δηαζηήκαηα. (2) Πνηό είλαη ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο ζηα αληίζηνηρα 

δηαζηήκαηα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο.  

2. Δπηιέμηε ηελ εληνιή Redefine θαη πιεθηξνινγήζηε ηε ζπλάξηεζε f(x) = 

α*sin(β*x+γ)+θ*x+ι. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ παξακέηξσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, 

γ=0, θ=1 θαη ι=-1. Πόζεο ξίδεο έρεη ε ζπλάξηεζε ζηε δηάζηεκα (0,π); Μπνξείηε 

λα απνδείμεηε αιγεβξηθά ηνλ ηζρπξηζκό ζαο; Δξεπλήζηε γηα ηελ ύπαξμε ξηδώλ 

ζην δηάζηεκα (0,π) θαη γηα άιιεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαη απνδείμηε ηνλ 

ηζρπξηζκό ζαο. 

3. Δπηιέμηε ηελ εληνιή Redefine θαη πιεθηξνινγήζηε ηε ζπλάξηεζε f(x) = 

α*tan(β*x+γ)+θ*sqrt(x)+ι. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο 

ζην δηάζηεκα (0,π) γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηεο; Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο; 

4. Δπηιέμηε ηελ εληνιή Redefine θαη πιεθηξνινγήζηε ηε ζπλάξηεζε f(x) = 

α*sin(β*x+γ)+θ*cos(ι*x+κ). Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ην πιήζνο ησλ ξηδώλ 

ηεο ζην δηάζηεκα (0,π) γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηεο; Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο α, β θαη γ ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Να θηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο θ, ι θαη κ ώζηε λα νξίζνπλ ηελ ζπλάξηεζε ζε 

ζρέζε κε ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (properties) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  
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 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ α, 

β, γ, θ, ι θαη κ. 

 Δπηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα κεγεζύλνπλ 

θνληά ζηα ζεκεία ηνκήο ηεο ζπλάξηεζεο κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ θαη ηε ζέζε ησλ ζεκείσλ Α, Β 

θαη Γ. 

 Τπνινγίδνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε είλαη πάλσ ή θάησ 

από ηνλ άμνλα ρ΄ρ θαη ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνύλ ην ζεώξεκα Bolzano 

γηα λα αηηηνινγήζνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ζηνπο κεηαβνιείο ηηο θαηάιιειεο ηηκέο ώζηε λα νξίζνπλ ηε 

ζπλάξηεζε. (2) Να κεηαθηλήζνπλ ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ ώζηε λα νξίζνπλ ηα 

δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε έρεη δπν ξίδεο (3) Να επαιεζεύζνπλ αιγεβξηθά 

ηα απνηειέζκαηα ησλ εξεπλώλ ηνπο. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηκείλεη ζηε 

δηαδηθαζία επαιήζεπζεο κε αιγεβξηθό ηξόπν. Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ 

δηάθνξεο πεξηπηώζεηο γηα ηηο ζέζεηο ησλ Β, Γ θαη Α. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνύλ λα 

βξνπλ Β=(0,0), Γ=(2,0) θαη xA=(3, 0).  

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα επηιέμνπλ ν άμνλαο ρρ’ λα έρεη σο κνλάδα ην π θαη κεηά λα 

απαληήζνπλ όηη έρεη κηα ξίδα ζην δηάζηεκα (0,π). Μπνξνύλ λα κεηαβάινπλ ηηο ηηκέο 

ησλ κεηαβνιέσλ α, β θαη γ ώζηε λα έρνπλ πεξηζζόηεξεο από κηα ξίδεο ζην δηάζηεκα 

(0,π). Όπσο γηα παξάδεηγκα αλ επηιέμνπλ α=5, β=2 θαη γ=0. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί 

λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο 

ζηα δηαζηήκαηα .  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ 

ζηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα θαη λα απαληήζνπλ γηα ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζην δηάζηεκα (0,π) γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ α, β, γ, θ θαη ι. Αθόκα ζα 

πξέπεη λα πξνζπαζήζνπλ λα επαιεζεύζνπλ αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα επαλαιάβνπλ ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα 

πξνζπαζήζνπλ λα επαιεζεύζνπλ αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο .  
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5 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 - Παξάγωγνο 

5.1 ΢ΕΝΑΡΙΟ 9 : Η έννοια ηηρ Παπαγώγος 

 

 

 

5.1.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ 

ζε ζεκείν θακπύιεο. ΢πγθεθξηκέλα εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο ύπαξμεο θαη 

δηαηύπσζεο ζπλζεθώλ ύπαξμεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο ζε έλα ζεκείν ηεο.  

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ηνπο κεηαβνιείο γηα λα νξίζνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ζηε ζπλέρεηα κεηαθηλνύλ έλα ζεκείν ηεο θακπύιεο ώζηε λα 

ζπκπέζεη κε έλα άιιν θαη παξαθνινπζνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε ζέζε θαη ε θιίζε ηεο 

επζείαο πνπ απηά νξίδνπλ. Οη δηαδηθαζίεο απηέο αλακέλεηαη λα βνεζήζνπλ ηνπο 

καζεηέο λα ζπγθξνηήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ζε έλα ζεκείν Α ηεο θακπύιεο 

θαη λα ηε ζπλδέζνπλ κε ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν απηό σο πξνο έλα άιιν ζεκείν Β πνπ ηείλεη ζην Α.  

5.1.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο ζε 

ζεκείν ηεο. 
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 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ ύπαξμε ηεο εθαπηνκέλεο θαη λα ηελ 

ζπλδέζνπλ κε ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο 

 







 

 h

xf)hx(f AA
lim

0h
.  

 Να εθθξάδνπλ πνηνηηθά ηελ ύπαξμε θαη ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ηεο εθαπηνκέλεο 

ζε ζεκείν ηεο θακπύιεο. 

 Να κειεηνύλ θαη λα εθθξάδνπλ πνηνηηθά θαη αιγεβξηθά ηελ ύπαξμε θαη ηε εύξεζε 

ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκείν ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο.  

5.1.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηε  ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν απηήο θαη κε 

κηα δηαδηθαζία ζύλδεζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο θακπύιεο κε ηελ ύπαξμε 

ηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο 
 








 

 h

xf)hx(f AA
lim

0h
 ζην ζεκείν απηό. Σα 

εξγαιεία πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο 

καζεηέο, 
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 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ηελ εθαπηνκέλε θαη ηελ παξάγσγν ζε έλα ζεκείν 

Α ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ηεο παξαγώγνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο f(x)=αx
λ
+βx+γ ζε έλα 

ζεκείν Α απηήο κεηαθηλώληαο έλα ζεκείν Β ώζηε λα ηείλεη ζην Α. ΢ηε δεύηεξε, νη 

καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ην ίδην αληηθείκελν αιιά ηώξα θαινύληαη λα ζπλδέζνπλ 

ηελ κεηαβνιή ηνπ ζεκείνπ Β κε ην ιόγν κεηαβνιήο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ Α θαη Β 

θαζώο ην Β πιεζηάδεη ην Α θαζώο θαη κε ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ. ΢ηελ ηξίηε, 

δηεξεπλάηαη ε έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκείν ηεο θακπύιεο ζπλδένληαο ηνλ ιόγν 

κεηαβνιήο κε ηελ θιίζε ηεο ΑΒ θαη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο, 

εθκεηαιιεπόκελνη ηελ ζρεηηθή εληνιή ηεο θακπύιεο. ΢ηελ ηέηαξηε, κειεηάηαη ε 

ύπαξμε εθαπηνκέλεο ζε ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηεο θακπύιεο 

γx1x)x(f  βα ν  (f(x)=αsqrt(abs(x^λ-1))+βx+γ).  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σνλ ξόιν ηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν Α 

σο πξνο ηελ ύπαξμε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν απηό. 

 Σνλ ξόιν ηεο ύπαξμεο ηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο κηαο ζπλάξηεζεο ζε 

ζρέζε κε ηελ ύπαξμε ηεο εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε. Αθόκα κπνξεί λα αλαδείμεη θαη άιια 

δεηήκαηα ζρεηηθά κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζε ζεκείν ηεο όπσο γηα 

παξάδεηγκα ηα ζεκεία ζηα νπνία ε παξάγσγνο είλαη 0.   
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ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

 

 

 

 

Δλόηεηα Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

H έλλνηα ηεο 

εθαπηνκέλεο 

θακπύιεο 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηελ 

εθαπηνκέλε θακπύιεο ζε ζεκείν 

απηήο. 

Δξγαζία 2 
Ο ιόγνο κεηαβνιήο  

[f(xΑ+h)-f(xA)]/h 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ ιόγν 

κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο γύξσ από ζεκείν 

απηήο θαη ζύλδεζή ηνπ κε ηελ 

έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 

θακπύιεο ζην xA.. 

Δξγαζία 3 

Ο νξηζκόο ηεο 

εθαπηνκέλεο 

θακπύιεο ζε ζεκείν 

ηεο 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκείν 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 4 
Ζ εθαπηνκέλε ζε 

εηδηθά ζεκεία 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ νξηζκό ηεο 

εθαπηνκέλεο ζε ηδηαίηεξα 

ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο. 
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5.1.4 Θέκα 1: H έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^λ+β*x+γ, δπν ζεκεία ηεο Α θαη Β θαζώο 

θαη ε επζεία ΑΒ. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηε ζέζε ηεο επζείαο ΑΒ σο πξνο 

ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ ην Α παξακέλεη ζηαζεξό ζηε ζέζε 

κε ηεηκεκέλε 1 θαη ην Β πιεζηάδεη ην Α; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=0, γ=0 θαη λ=2 θαη ην 

Α λα είλαη ζηε ζέζε κε ηεηκεκέλε 1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηεο επζείαο ΑΒ όηαλ ην ζεκείν Β πιεζηάδεη ην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα 

εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=1, γ=0 θαη λ=1. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο επζείαο ΑΒ όηαλ ην ζεκείν Β 

πιεζηάδεη ην ζεκείν Α;  Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=-1, γ=0 θαη λ=3. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο επζείαο ΑΒ όηαλ ην ζεκείν Β 

πιεζηάδεη ην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή;  

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, γ=0 θαη λ=-2. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο επζείαο ΑΒ όηαλ ην ζεκείν Β 

πιεζηάδεη ην ζεκείν Α;  Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β ώζηε λα νξίζνπλ ηελ επζεία σο εθαπηνκέλε 

ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν Α. 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα πξνζδηνξίδνπλ 

ηελ πεξηνρή ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν Α. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σε ζέζε ηεο επζείαο ΑΒ σο πξνο ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο ην Β 

πιεζηάδεη ην Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ Α θαη Β θαη δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ 

θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ ζε ζρέζε κε ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο ησλ Α θαη Β. 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

138 

 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Β πνιύ θνληά ζην Α θαη λα παξαηεξνύλ ηελ θιίζε 

ηεο επζείαο ΑΒ. (2) Να παξαηεξήζνπλ όηη ε επζεία ππάξρεη όηαλ ηα δπν ζεκεία 

βξίζθνληαη πνιύ θνληά ην έλα κε ην άιιν θαη δελ ππάξρεη όηαλ ηαπηίδνληαη. (3) Να 

ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα παξαηεξνύλ θνληά ζην 

ζεκείν Α. (4) Αλακέλεηαη, θαζώο ζα κεηαθηλνύλ ην Β πξνο ην Α λα πεξηγξάθνπλ ηελ 

κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο επζείαο ΑΒ. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα εμεγήζεη ζηνπο 

καζεηέο όηη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα ζεκεία ηαπηίδνληαη ε επζεία «ράλεηαη» δηόηη δελ 

ππάξρεη επζεία θαζώο απηή νξίζηεθε εθ θαηαζθεπήο από δπν ζεκεία. ΢πλεπώο γηα λα 

βξεζεί ε ζέζε πνπ ε επζεία ππάξρεη αιιά θαη ηαπηόρξνλα εθάπηεηαη πξέπεη ην Β λα 

ηείλεη ζην Α θαη λα κελ ηαπηίδεηαη κε απηό.  Ζ δηαδηθαζία απηή είλαη κηα πξνζέγγηζε 

ζηε ζύλδεζε ηνπ νξίνπ κε ηελ εθαπηνκέλε. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ε επζεία ΑΒ ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη επνκέλσο έρνπλ ηελ ίδηα θιίζε. Γειαδή, θαζώο ην ζεκείν Β 

πιεζηάδεη ζην Α ε θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ παξακέλεη ζηαζεξή θαη ίζε κε απηή ηεο f(x).   

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Β αξγά πξνο ην Α θαη λα παξαθνινπζνύλ ηελ 

κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο ΑΒ. Πξνθαλώο ζα δηαπηζηώζνπλ όηη είηε ην Β βξίζθεηαη 

αξηζηεξά ηνπ Α είηε δεμηά ε θιίζε ηεο επζείαο πιεζηάδεη ζηνλ ίδην αξηζκό (Ηζρύεη θαη 

εδώ ε παξαηήξεζε ζηελ δηεξεύλεζε 1 όηη ηα δπν ζεκεία δελ πξέπεη λα ηαπηηζηνύλ 

αιιά ην Β λα πιεζηάδεη ην Α όζν ην δπλαηόλ πην θνληά. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηήζεη ηελ εκπεηξία ησλ καζεηώλ από ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα 

ηνπο δεηήζεη λα ζρνιηάζνπλ ην γεγνλόο όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ε επζεία ΑΒ ηέκλεη 

ηελ θακπύιε θαη ζε άιιν ζεκείν εθηόο από ηα Α θαη Β πξάγκα πνπ δελ ηζρύεη ζηηο 

ζπλαξηήζεηο ησλ δπν πξνεγνύκελσλ δηεξεπλήζεσλ.    

Διερεύνηση 4 

Καη ζηελ πεξίπησζε απηήο ηεο δηεξεύλεζεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα πεξηγξάςνπλ 

όζα παξαηήξεζαλ θαη ζηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δδώ αλακέλεηαη αθόκα λα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε ζπλάξηεζε έρεη δπν θιάδνπο θαη όηη ηα ζεκεία Α θαη Β έρνπλ 

ηεηκεκέλε δηαθνξεηηθή από ην 0 πνπ δελ αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

Ανακεφαλαίωση 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα αλαθνηλώζνπλ ζηε ηάμε ηα επξήκαηά ηνπο από ηηο 

δηεξεπλήζεηο πνπ έθαλαλ. Δλζαξξύλεηέ ηνπο λα εθθξάζνπλ θάζε πηπρή ησλ 

ζπκπεξαζκάησλ ηνπο θαη λα ηα δηθαηνινγήζνπλ. Πξνζπαζήζηε λα αλαθεθαιαηώζεηε 

ζε έλα γεληθό ζπκπέξαζκα ζρεηηθό κε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο επζείαο 

ΑΒ θαζώο ην Β πιεζηάδεη ην Α.   
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5.1.5 Θέκα 2: Ο ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^λ+β*x+γ, δπν ζεκεία ηεο Α θαη Β θαζώο 

θαη ε επζεία ΑΒ. Τν ζεκείν Β έρεη νξηζηεί λα έρεη ζπληεηαγκέλεο (xA+h, f(xΑ+h)). 

Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0 ελώ ην Α παξακέλεη ζηαζεξό ζηε ζέζε κε ηεηκεκέλε 1; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=1, γ=0 θαη λ=2. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή 

απηή θαη λα βξείηε ην όξην 
 








 

 h

xf)hx(f AA
lim

0h
;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=1, γ=0 θαη λ=1. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-

f(xA)]/h θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0;  

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ην όξην ηνπ 

ιόγνπ κεηαβνιήο 

 







 

 h

xf)hx(f AA
lim

0h
;  

Πώο ζπλδέεηαη κε ηελ θιίζε ηεο θακπύιεο; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=-1, γ=2 θαη λ=3. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ην όξην ηνπ 

ιόγνπ κεηαβνιήο 
 








 

 h

xf)hx(f AA
lim

0h
;  

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, γ=0 θαη λ=-2. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0;  

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ην όξην ηνπ 

ιόγνπ κεηαβνιήο 
 








 

 h

xf)hx(f AA
lim

0h
; 
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ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα νξίζνπλ ηε ζέζε ζηελ νπνία ζα 

δηεξεπλήζνπλ ηνλ ιόγν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο γύξσ από απηό 

ην ζεκείν. 

 Μεηαθηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα h ώζηε ην ζεκείν Β λα πιεζηάζεη ην ζεκείν Α.  

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα πιεζηάζνπλ 

αθόκα πεξηζζόηεξν ζην Α. 

 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (ηδηόηεηεο) ηνπ  κεηαβνιέα γηα λα 

κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηε κεηαβνιή ηνπ Β σο πξνο ην Α. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σνλ ηξόπν ζύγθιηζεο ηνπ ζεκείνπ Β πξνο ην ζεκείν Α ζε ζρέζε κε ηελ 

κεηαβνιή ηνπ θέξζνξα h. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ ιόγσλ κεηαβνιήο θαζώο ην h ζπγθιίλεη ζην 0. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να θηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα h πξνο ην 0. (2) Να παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο (3) Να επηιέμνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-

΢κίθξπλζε»» θαη λα θάλνπλ κεγέζπλζε ηεο πεξηνρήο γύξσ από ην ζεκείν Α. (4) Να 

θαηαγξάςνπλ ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ ζε θάζε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β θαη λα ηε 

ζπζρεηίδνπλ  κε ηνλ ιόγν κεηαβνιήο. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηζεκάλεη ζηνπο 

καζεηέο ηελ αλάγθε ηεο αιγεβξηθήο επαιήζεπζεο ηνπ ηξόπνπ κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ 

κεηαβνιήο θαη ηεο εύξεζεο ηνπ νξίνπ ηεο κεηαβνιήο απηήο όηαλ ην h ηείλεη ζην 0. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ν ιόγνο κεηαβνιήο παξακέλεη ζηαζεξόο θαη ίζνο κε 

ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ θαζώο ην h ηείλεη ζην 0.  Ζ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=1,2x αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί από ηνπο καζεηέο γηα λα ππνινγηζηεί ην 
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όξην ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο. Έηζη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ν ζηαζεξόο 

ιόγνο θαη ην όξην ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο είλαη 1,2 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο εκπεηξίεο ηνπο από ηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο θαη λα πεξηγξάςνπλ κε πεξηζζόηεξε ιεπηνκέξεηα ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο. Αθόκα κπνξνύλ λα ππνινγίζνπλ ηνλ ιόγν κεηαβνιήο θαη λα 

πεξηγξάθνπλ αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή ηνπ.  

Διερεύνηση 4 

Καη ζηε δηεξεύλεζε απηή νη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο 

γηα ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο.  

 

΢ε όιεο ηηο δηεξεπλήζεηο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ν ιόγνο 

κεηαβνιήο ηαπηίδεηαη κε ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ θαη όηη ν ηξόπνο κεηαβνιήο ηνπ 

είλαη ίδηνο κε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο επζείαο. Ο εθπαηδεπηηθόο πξέπεη 

λα επηζεκάλεη ζηνπο καζεηέο όηη ε πεξηγξαθή ηεο κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ πξέπεη λα 

αλαθέξεηαη ζηα αλ απηή κεηώλεηαη, αλ κεηώλεηαη γξεγνξόηεξα ή όρη ζε ζρέζε κε ηελ 

κεηαβνιή ζε έλα άιιν ζεκείν θ.ν.θ. 

Αλαθεθαιαίσζε: Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα αλαθνηλώζνπλ ζηε ηάμε ηα επξήκαηά 

ηνπο από ηηο δηεξεπλήζεηο πνπ έθαλαλ. Δλζαξξύλεηέ ηνπο λα εθθξάζνπλ θάζε πηπρή 

ησλ ζπκπεξαζκάησλ ηνπο θαη λα ηα δηθαηνινγήζνπλ. Πξνζπαζήζηε λα 

αλαθεθαιαηώζεηε ζε έλα γεληθό ζπκπέξαζκα ζρεηηθό κε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο 

θιίζεο ηεο επζείαο ΑΒ θαζώο ην Β πιεζηάδεη ην Α. ΢πλδέζηε ηε κεηαβνιή ηεο θιίζεο 

κε ην όξην απηήο ηεο κεηαβνιήο.   
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5.1.6  Θέκα 3: Ο νξηζκόο ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο ζε ζεκείν 
ηεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^λ+β*x+γ, δπν ζεκεία ηεο Α θαη Β, ε 

εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην Α θαζώο θαη ε επζεία ΑΒ. To ζεκείν Β έρεη 

νξηζηεί λα έρεη ζπληεηαγκέλεο (xA+h, f(xΑ+h)). Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηνλ 

ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ [f(xΑ+h)-f(xA)]/h θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0 θαη λα 

ηνλ ζπζρεηίζεηε κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν Α, όηαλ 

ην Α είλαη ζηαζεξό ζηε ζέζε κε ηεηκεκέλε 1; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢  

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=1, γ=0 θαη λ=2. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0; 

2. Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ηελ εμίζσζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=1, γ=0 θαη λ=1. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0;  

4. Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ηελ εμίζσζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; 

5. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=-1, γ=2 θαη λ=3. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0; 

6. Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ηελ εμίζσζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; 

7. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=1, γ=0 θαη λ=-2. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0;  

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα βξείηε ηελ εμίζσζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα νξίζνπλ ηε ζέζε ζηελ νπνία ζα 

δηεξεπλήζνπλ ηνλ ιόγν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο γύξσ από απηό 

ην ζεκείν. 

 Μεηαθηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα h ώζηε ην ζεκείν Β λα πιεζηάζεη ην ζεκείν Α.  

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα πιεζηάζνπλ 

αθόκα πεξηζζόηεξν ζην Α. 
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 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σνλ ηξόπν ζύγθιηζεο ηνπ ζεκείνπ Β πξνο ην ζεκείν Α ζε ζρέζε κε ηελ 

κεηαβνιή ηνπ θέξζνξα h. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ ιόγσλ κεηαβνιήο θαζώο ην h ζπγθιίλεη ζην 0. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να θηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα h πξνο ην 0. (2) Να παξαηεξνύλ ηελ 

κεηαβνιή ηεο επζείαο ΑΒ θαζώο θαη ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο (3) 

Να επηιέμνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» θαη λα θάλνπλ κεγέζπλζε ηεο 

πεξηνρήο γύξσ από ην ζεκείν Α. (4) Να θαηαγξάςνπλ ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ ζε 

θάζε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β θαη λα ηε ζπζρεηίδνπλ  κε ηνλ ιόγν κεηαβνιήο. (5) Να 

ππνινγίζνπλ ηελ θιίζε πνπ πξέπεη λα έρεη ε εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Α όηαλ ε ΑΒ 

ζπκπέζεη κε ηελ εθαπηνκέλε. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηζεκάλεη ζηνπο καζεηέο 

ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηνπ νξίνπ θαζώο θαη γηα ηελ αλαγθαηόηεηα ηνπ ππνινγηζκνύ 

ηνπ νξίνπ γηα ηελ εύξεζε ηεο εμίζσζεο ηεο εθαπηνκέλεο. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ν ιόγνο κεηαβνιήο παξακέλεη ζηαζεξόο θαη ίζνο κε 

ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ θαζώο ην h ηείλεη ζην 0.  Ζ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=1,2x θαη ε εθαπηνκέλε ηεο ζην ζεκείν Α ηαπηίδνληαη. Αθόκα αλακέλεηαη νη 

καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ην όξην ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ην 

ρξεζηκνπνηήζνπλ γηα ηελ επαιήζεπζε ηεο εμίζσζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α.  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο εκπεηξίεο ηνπο από ηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο θαη λα πεξηγξάςνπλ κε πεξηζζόηεξε ιεπηνκέξεηα ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο ζε ζρέζε κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο  θαζώο θαη ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο εμίζσζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α.  

Διερεύνηση 4 

Καη ζηε δηεξεύλεζε απηή νη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο 

γηα ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο θαη ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο.  
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5.1.7 Θέκα 4: Η εθαπηνκέλε ζε εηδηθά ζεκεία 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*sqrt(abs(x))+β*x+γ, δπν ζεκεία ηεο Α θαη Β, 

ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην Α θαζώο θαη ε επζεία ΑΒ. To ζεκείν Β έρεη 

νξηζηεί λα έρεη ζπληεηαγκέλεο (xA+h, f(xΑ+h)). Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε γηα ηνλ 

ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ [f(xΑ+h)-f(xA)]/h θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0 θαη λα 

ηνλ ζπζρεηίζεηε κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν Α; Τη 

ζπκβαίλεη ζηηο θνξπθέο ηεο θακπύιεο; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢: 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=0, γ=-1 θαη λ=3. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h, 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ζην 0, όηαλ ην ζεκείν Α είλαη ζηε ζέζε (1,-1);  

2. Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή απηή θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηελ 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε γηαηί δελ 

ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν Α(1,-1); 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=2, γ=-1 θαη λ=4. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ζην ζεκείν Α;  Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ 

κεηαβνιή απηή θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε γηαηί δελ ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζηηο θνξπθέο 

(1,1) θαη (-1,-3); 

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=0, γ=-1 θαη λ=-1. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ζην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ 

κεηαβνιή απηή θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε θαη λα εμεγήζεηε ηη ζπκβαίλεη κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν Α όηαλ ε ηεηκεκέλε ηνπ πιεζηάδεη ζην 0; 

5. Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη γηα άιιεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ν ιόγνο κεηαβνιήο [f(xΑ+h)-f(xA)]/h 

θαζώο ην h πιεζηάδεη ην 0 όηαλ ην ζεκείν βξίζθεηαη ζε κηα ηπραία ζέζε; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα νξίζνπλ ηε ζέζε ζηελ νπνία ζα 

δηεξεπλήζνπλ ηελ εθαπηνκέλε ζ’ απηό. 

 Μεηαθηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα h ώζηε ην ζεκείν Β λα πιεζηάζεη ην ζεκείν Α.  

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» γηα λα πιεζηάζνπλ 

αθόκα πεξηζζόηεξν ζην Α. 
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 Να επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά (ηδηόηεηεο) ησλ κεηαβνιέσλ γηα 

λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο κειεηνύλ ην 

όξην ζην ρν. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σνλ ηξόπν ζύγθιηζεο ηνπ ζεκείνπ Β πξνο ην ζεκείν Α ζε ζρέζε κε ηελ 

κεηαβνιή ηνπ θέξζνξα h. 

 Σνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β. 

 Σελ ζρεηηθή ζέζε ησλ επζεηώλ ΑΒ θαη εθαπηνκέλε ζην Β. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ ιόγσλ κεηαβνιήο θαζώο ην h ζπγθιίλεη ζην 0. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β 

 Δπαιεζεύνπλ ηηο ηηκέο ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο θα ηεο θιίζεο. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να νξίζνπλ κε ηνπο κεηαβνιείο ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο (2) Να κεηαθηλήζνπλ ην 

ζεκείν Α ζηε ζέζε (1,-1). (3) Να θηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα h πξνο ην 0. (4) 

Να παξαηεξνύλ ηελ κεηαβνιή ηεο επζείαο ΑΒ, ηελ κεηαβνιή ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β, 

ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β θαζώο θαη ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ 

ιόγνπ κεηαβνιήο (5) Να θαηαγξάςνπλ ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ ζε θάζε ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ Β θαη λα ηε ζπζρεηίδνπλ  κε ηνλ ιόγν κεηαβνιήο. (6) Να θαηαγξάθνπλ ηελ 

θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β θαη λα ηελ ζπζρεηίδνπλ κε ηνλ ιόγν κεηαβνιήο θαζώο 

ην Β πιεζηάδεη ζην Α από αξηζηεξά θαη από δεμηά. (7) Να επηιέμνπλ ηελ εληνιή 

««Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε»» θαη λα θάλνπλ κεγέζπλζε ηεο πεξηνρήο γύξσ από ην 

ζεκείν Α. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηζεκάλεη ζηνπο καζεηέο ηελ αλάγθε 

ππνινγηζκνύ ηνπ νξίνπ ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο θαζώο ην  0h ή  0h θαζώο θαη 

γηα ηελ αλαγθαηόηεηα ηεο ηζόηεηαο ησλ δπν νξίσλ κε έλα πξαγκαηηθό αξηζκό ή ην 

ίδην άπεηξν γηα ηελ ύπαξμε ηεο εμίζσζεο ηεο εθαπηνκέλεο. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζε θάζε ζέζε ηνπ Α ε εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Α 

θαη ε εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Β ηείλνπλ λα ηαπηίδνληαη θαζώο ην Β ηείλεη λα 

πιεζηάζεη ην Α. Αθόκα αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ θαη λα ζρνιηάζνπλ όηη ν ιόγνο 

κεηαβνιήο είλαη ίζνο κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β θαη ηείλεη λα γίλεη ίζνο κε 

ηελ θιίζε ζην Α θαζώο ην h ηείλεη ζην 0.  Ζ εθαπηνκέλε ζην Α όηαλ ην Α είλαη ζηε 
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ζέζε (1,1) ή ζηε ζέζε (-1,-3) δελ ππάξρεη θαζώο ην όξην ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο όηαλ 
 0h  είλαη ην  θαη ελώ όηαλ  0h είλαη  .   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο ίδηεο παξαηεξήζεηο πνπ έθαλαλ ζηε 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη όηαλ ην Α είλαη ζηε ζέζε (1,-1) 

δελ ππάξρεη εθαπηνκέλε γηα ηνπο ίδηνπο ιόγνπο.  

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο κπνξνύλ λα επαλαιάβνπλ ηελ δηεξεύλεζε όηαλ λ=1 ή λ=2 θαη α=2, β=0 

θαη γ=-1. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ζα θάλνπλ ηηο ίδηεο παξαηεξήζεηο θαη ζα 

δηαπηζηώζνπλ όηη όηαλ ην όξην ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο είλαη δηαθνξεηηθό όηαλ ην Β 

ηείλεη ζην Α από αξηζηεξά θαη από δεμηά ηόηε δελ ππάξρεη εθαπηνκέλε.   

Ανακεφαλαίωση 

Ο εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα αλαθεθαιαηώζνπλ ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο ζρεηηθά κε ηελ θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ, ηνλ ιόγν κεηαβνιήο όηαλ 

ην Β ηείλεη ζην Α, ηε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α θαη λα δηαηππώζνπλ 

ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ έλλνηα ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο ζε έλα ζεκείν ηεο θαζώο 

θαη κε ηηο απαηηήζεηο ύπαξμεο ηεο εθαπηνκέλεο ζε έλα ζεκείν ηεο θακπύιεο 

ζπλάξηεζεο.  Δπίζεο πξέπεη λα ηνπο ελζαξξύλεη λα θαηεγνξηνπνηήζνπλ ηηο 

ζπλαξηήζεηο ζε ζρέζε κε ηηο πεξηπηώζεηο ύπαξμεο ζεκείσλ ζηα νπνία δελ ππάξρεη 

εθαπηνκέλε; Μπνξνύλ λα θαηεγνξηνπνηήζνπλ ηηο πεξηπηώζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

αλάινγα κε ην αλ έρνπλ 1 ή 2 θνξπθέο θαη αλ έρνπλ ηδηαηηεξόηεηα σο πξνο ηελ 

εθαπηνκέλε ζην (0,0).  
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5.2 ΢ΕΝΑΡΙΟ 10 : Η Παπάγωγορ ΢ςνάπηηζη 

 

 

 

5.2.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ 

σο ζπλάξηεζε κηαο ζπλάξηεζεο θαη λα εθθξάζνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο. 

΢πγθεθξηκέλα εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο παξαηήξεζεο, έθθξαζεο θαη αιγεβξηθήο 

δηαπξαγκάηεπζεο νξηζκέλσλ ραξαθηεξηζηηθώλ  ηεο παξαγώγνπ ζε ζρέζε κε ηα 

αληίζηνηρα ραξαθηεξηζηηθά ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, όπσο ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο 

παξαγώγνπ ζε ζρέζε κε ηελ κνλνηνλία ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ηελ ύπαξμε 

ζεκείσλ κεδεληζκνύ ηεο παξαγώγνπ ζε ζρέζε κε ηα αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο 

θαζώο θαη ηελ  ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκεία πνπ είλαη θνξπθέο ηεο θακπύιεο 

ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο ή ζε ζεκεία αζπλέρεηαο  ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο.  

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ηνπο κεηαβνιείο γηα λα νξίζνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ζηε ζπλέρεηα κεηαθηλνύλ έλα ζεκείν ηεο θακπύιεο ώζηε λα 

ζπκπέζεη κε έλα άιιν θαη παξαθνινπζνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε ζέζε θαη ε θιίζε ηεο 

επζείαο πνπ απηά νξίδνπλ. Οη δηαδηθαζίεο απηέο αλακέλεηαη λα βνεζήζνπλ ηνπο 

καζεηέο λα δηεξεπλήζνπλ νπηηθά ηελ ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζε έλα ζεκείν Α ηελ 

νπνία ζηε ζπλέρεηα θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη αιγεβξηθά.  

5.2.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ σο ζπλάξηεζε 

κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηνλ ηξόπν πνπ ζπλδένληαη ηα πνηνηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο παξαγώγνπ κε  πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

θακπύιεο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο.  
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 Να κειεηνύλ θαη λα εθθξάζνπλ πνηνηηθά θαη αιγεβξηθά ηελ ύπαξμε θαη ηελ 

εύξεζε ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκείν ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο.  

5.2.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ  ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλα ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηε ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηε 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο παξάγσγν κηαο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ηελ παξαηήξεζε, 

έθθξαζε θαη αιγεβξηθή έθθξαζε θαη δηεξεύλεζε ηεο ζπλάξηεζεο παξάγσγν, ζε 

ζρέζε κε ηελ ζύλδεζε ησλ πνηνηηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. Σα 

εξγαιεία πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο 

καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ηελ εθαπηνκέλε θαη ηελ παξάγσγν ζηα 

δηάθνξα ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο, 

 λα δηεξεπλήζνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α ζην νπνίν αιιάδεη θιάδν ε 

ζπλάξηεζε ώζηε ζην ζεκείν απηό λα είλαη ζπλερήο ε αξρηθή ζπλάξηεζε θαη 

λα εμεηάζνπλ αλ ππάξρεη ε παξάγσγνο ζ’ απηό,  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ηεο παξαγώγνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  
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 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=αx
λ
+βx+γ θαη 

ζπλδένπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζηα δηάθνξα  

ζεκεία ηεο κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηε δεύηεξε, νη 

καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=α*sin(β*x+γ)+δ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηεο θαη ζπλδένπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξαγώγνπ κε απηά ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηελ ηξίηε, δηεξεπλάηαη ε 

ζρέζε ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο 

γx1x)x(f  βα ν  (f(x)=α sqrt(abs(x^λ-1))+βx+γ) ζε ζρέζε κε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο. Ηδηαίηεξα δηεξεπλάηαη ε ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζε 

νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηελ ηέηαξηε, κειεηάηαη 

παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο 











100x    x,xθx

xx100-  ,xαx
)x(f

A
κ

A
2λ

λβ

β
θαη ε ύπαξμε ηεο 

παξαγώγνπ ζην ζεκείν Α πνπ αιιάδεη  ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σε ζρέζε ηνπ βαζκνύ ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ θαη ηνπ βαζκνύ ηεο 

παξαγώγνπ ησλ.  

 Σελ ζηελή ζρέζε ηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο ζε ζρέζε κε ην πξόζεκν 

ηεο παξαγώγνπ ηεο. 

 Σε ζηελή ζρέζε ησλ ζεκείσλ κεδεληζκνύ ηεο παξαγώγνπ ζε έλα ζεκείν ηεο 

ζε ζρέζε κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν απηό θαη ηελ ύπαξμε 

ηνπηθνύ αθξόηαηνπ ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. 

 Σνλ ξόιν ηεο ζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηεο ζε ζρέζε κε ηελ 

ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζ’ απηό. 

 Σνλ ξόιν ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ ζην νπνίν αιιάδεη θιάδν κηα δηπινύ ηύπνπ 

ζπλάξηεζε ζε ζρέζε κε ηελ ζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο ζ’ απηό θαη ηελ ύπαξμε 

ηεο παξαγώγνπ . 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε. Αθόκα κπνξεί λα αλαδείμεη θαη άιια 

δεηήκαηα ζρεηηθά κε ηελ παξάγσγν θαη ηελ θακπύιεο ηεο ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθιε 

ζπλάξηεζε.   
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ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

Δλόηεηα Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Μεηαβνιή ηεο θιίζεο 

ηεο εθαπηνκέλεο 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηελ κεηαβνιή 

ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο 

θακπύιεο θαζώο κεηαβάιιεηαη ην 

ζεκείν επαθήο. 

Δξγαζία 2 

Ζ ζπλάξηεζε ηεο 

θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο 

θακπύιεο 

ΟΛΟΗ 
Γηεξεπλήζεηο γηα ηε ζπλάξηεζε 

ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο. 

Δξγαζία 3 
Ζ ζπλάξηεζε ηεο 

παξαγώγνπ 
ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

έλλνηα ηεο  ζπλάξηεζεο 

παξάγσγνο κηαο ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 4 

Ζ παξάγσγνο 

ζπλάξηεζεο δηπινύ 

ηύπνπ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηνλ νξηζκό ηεο 

παξαγώγνπ ζπλάξηεζεο δηπινύ 

ηύπνπ. 
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5.2.4 Θέκα 1: Μεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^λ+β*x+γ. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε 

θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. Γειαδή έρεη ζρεδηαζηεί ν γεσκεηξηθόο 

ηόπνο ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ Α θαη 

ηεηαγκέλε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. Δξεπλήζηε ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο.  

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.2, β=0, γ=0 θαη λ=2 θαη ην 

ζεκείν Α λα έρεη ηεηκεκέλε 3. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά 

ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο;  

2. Δπηιέμηε "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο" θαη πιεθηξνινγήζηε ηε ζπλάξηεζε 

f(x)=α*x^λ+β*x+γ ώζηε νη παξάκεηξνη ηεο λα είλαη α=0.2, β=0, γ=0 θαη ν λ=1. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην 

ζεκείν Α θαζώο κεηαβάιιεηε ηε ζέζε ηνπ ζηελ θακπύιε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο; Ση ζα ζπκβεί ζηελ 

θακπύιε ηεο θιίζεο αλ κεηαβάιιεηε ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ β ή γ; 

3. Πιεθηξνινγήζηε ηε ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^λ+β*x+γ ώζηε νη παξάκεηξνη ηεο λα 

είλαη α=0.2, β=0, γ=0 θαη ν λ=3. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α θαζώο κεηαβάιιεηε ηε ζέζε ηνπ ζηελ 

θακπύιε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο;  

Ση ζα ζπκβεί ζηελ θακπύιε ηεο θιίζεο αλ κεηαβάιιεηε ηνπο δείθηεο ησλ 

κεηαβνιέσλ β ή γ; 

4. Δπηιέμηε θαηά ηελ πιεθηξνιόγεζε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο δείθηεο ησλ 

κεηαβνιέσλ α, β, γ θαη λ. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο 

θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α θαζώο απηό θηλείηαη ζηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο;  

Πώο ζπλδέεηαη ε κνξθή ηεο θακπύιεο ηεο κεηαβνιήο κε ηε κνξθή ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν Α. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σελ θαηεύζπλζε θαη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ Α.  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο. 

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα Α1Β. 

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α  ζην γξάθεκα ώζηε λα νξίδνπλ ηελ 

εθαπηνκέλε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο ζε εηδηθέο ζέζεηο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ Β θαη 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο εμίζσζεο ηεο θακπύιεο ζηελ 

νπνία αλήθεη ην ζεκείν Β. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 2x2.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα θάλνπλ 

ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηελ θαηαθόξπθε πιεπξά ηνπ 

νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ δείρλεη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α. (2) Να 

παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο Α1Β. (3) Να 

ρξεζηκνπνηήζνπλ δεδνκέλα από ηελ κεηαβνιή ηνπ Α1Β θαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ Β γηα λα πξνζδηνξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο 

θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο θαη λα ηελ εθθξάζνπλ αιγεβξηθά ρξεζηκνπνηώληαο ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Β. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x2.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο είλαη παξάιιειε ζηνλ 

άμνλα ρ’ρ. Αθόκα ζε θάζε αιιαγή ηεο παξακέηξνπ γ ε θακπύιε ηεο θιίζεο 

εμαθνινπζεί λα παξακέλεη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ρ΄ρ. Καη αθόκα όηη ζε θάζε 

αιιαγή ηεο παξακέηξνπ β ε θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο κεηαβάιιεηαη 

αιιά παξακέλεη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα ρρ’. Γειαδή, ε θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο είλαη πάληνηε ζηαζεξή θαη (1) αιιάδεη όηαλ κεηαβάιιεηαη ν 

ζπληειεζηήο β θαη δελ κεηαβάιιεηαη όηαλ αιιάδεη κόλν ν ζπληειεζηήο γ.   
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Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 3x2.0)x(f  .  Αλακέλεηαη λα 

κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α αξγά θαη λα παξαθνινπζνύλ ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο θαζώο θαη ηε κεηαβνιή ηνπ ζεκείνπ Β. Πξνθαλώο ζα δηαπηζηώζνπλ όηη 

ε θακπύιε ηεο θιίζεο είλαη κηα παξαβνιή. Αθόκα αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη 

όηαλ κεηαβάιινπλ ηελ παξάκεηξν γ ελώ κεηαβάιιεηαη ε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο 

δελ κεηαβάιιεηαη ε θακπύιε ηεο θιίζεο, Καη αθόκα όηαλ κεηαβάιιεηαη ε 

παξάκεηξνο β ηόηε ε θακπύιε ηεο θιίζεο δελ αιιάδεη κνξθή αιιά ζέζε ζην επίπεδν. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ζπλδπάζνπλ απηέο  ηηο 

παξαηεξήζεηο γηα ηελ κνξθή ηεο θακπύιεο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο θαη ηελ 

κεηαβνιή ηεο όηαλ κεηαβάιινληαη νη παξάκεηξνη ησλ β θαη γ κε ηηο αληίζηνηρεο από 

ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο όπνπ όηαλ ε ζπλάξηεζε είλαη ηεηξαγσληθή ε θακπύιε 

είλαη επζεία θαη όηαλ ε ζπλάξηεζε είλαη γξακκηθή ε θακπύιε ηεο θιίζεο είλαη 

ζηαζεξή. 

Διερεύνηση 4 

Καη ζηελ πεξίπησζε απηήο ηεο δηεξεύλεζεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ 

αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα 

θαηαιήμνπλ ζε αλάινγα ζπκπεξάζκαηα. Αλακέλεηαη λα επηιέμνπλ γηα ηελ παξάκεηξν 

λ ηηο ηηκέο 4, 5, -1, -2, -3, θ.ά. 

Ανακεφαλαίωση 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηε ηάμε ηα απνηειέζκαηα ησλ 

δηεξεπλήζεσλ πνπ θάλαηε.  Εεηήζηε ηνπο λα πεξηγξάςν ηε ζρέζε πνπ έρεη ε θακπύιε 

ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο κε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο; 
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5.2.5  Θέκα 2: Η ζπλάξηεζε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο 
θακπύιεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*sin(β*x+γ)+δ. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε 

θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. Γειαδή έρεη ζρεδηαζηεί ν γεσκεηξηθόο 

ηόπνο ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ Α θαη 

ηεηαγκέλε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. Δξεπλήζηε ηελ ζπλάξηεζε 

ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=1, γ=0 θαη δ=0. 

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην 

ζεκείν Α θαζώο απηό κεηαβάιιεηαη; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ 

θακπύιε ηεο θιίζεο;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-2, β=1, γ=0 θαη δ=0. Ση 

αιιάδεη ζηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α θαζώο 

απηό κεηαβάιιεηαη ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=1, γ=0 θαη δ=0. 

Μπνξείηε λα επαλαθαζνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε s(x) = d*(e*x+g)+h ώζηε ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα ζπκπίπηεη κε ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο θ(ρ0 ζην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ 

θακπύιε ηεο θιίζεο; 

4. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-2, β=1, γ=0 θαη δ=0. 

Μπνξείηε λα επαλαθαζνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε s(x) = d*(e*x+g)+h ώζηε ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα ζπκπίπηεη κε ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο f(ρ) ζην ζεκείν Α; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ 

θακπύιε ηεο θιίζεο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου: 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ηνπο κεηαβνιείο θ, ι, κ θαη λ γηα λα νξίζνπλ ηελ ζπλάξηεζε θ(ρ) 

ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο.  

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν Α. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 
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 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Redefine” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηνλ 

ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο  θ(ρ).  

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σελ θαηεύζπλζε θαη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ Α.  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο. 

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα Α1Β. 

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α  ζην γξάθεκα ώζηε λα νξίδνπλ ηελ 

εθαπηνκέλε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο ζε εηδηθέο ζέζεηο (όηαλ 

κεδελίδεηαη ην επζ. ηκήκα Α1Β, όηαλ απηό είλαη πάλσ ή θάησ από ηνλ 

άμνλα ρ’ρ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ Β θαη 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο εμίζσζεο ηεο θακπύιεο ζηελ 

νπνία αλήθεη ην ζεκείν Β. 

 Γηαηππώλνπλ εηθαζίεο γηα ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο θ(ρ) θαη ηηο 

ειέγρνπλ επαλαδηαηππώλνληαο κε ηελ εληνιή Redefine ηελ εμίζσζε ώζηε 

ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο.   

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x)(2)x(f ημ . Αλακέλεηαη λα θάλνπλ 

ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηελ θαηαθόξπθε πιεπξά ηνπ 

νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ δείρλεη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α. (2) Να 

παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο Α1Β. (3) Να 

ρξεζηκνπνηήζνπλ δεδνκέλα από ηελ κεηαβνιή ηνπ Α1Β θαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ Β γηα λα πξνζδηνξίζνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ 

ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο θαη λα ηελ εθθξάζνπλ αιγεβξηθά 

επαλαδηαηππώλνληαο ηελ εμίζσζε ηεο θ(ρ) ώζηε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα 

ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x)(2)x(f ημ . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη ζπλάξηεζε θαζώο θαη ε θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο 
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είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηνλ άμνλα ρ’ρ ησλ αληίζηνηρσλ θακππιώλ ηεο 

πξνεγνύκελεο δηεξεύλεζεο.   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x)(2)x(f ημ . Αλακέλεηαη λα 

πιεθηξνινγήζνπλ ηελ εμίζσζε θ(x)=θ*(ι*cos(x)+κ)+λ θαη λα επηιέμνπλ γηα ηνπο 

κεηαβνιείο ηηο ηηκέο θ=2, ι=1, κ=0 θαη λ=0. Έηζη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ε θακπύιε ηεο 

θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο είλαη θ(ρ)=2ζπλ(ρ) 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x)(2)x(f ημ .Οη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x)(2)x(f ημ .  Αλακέλεηαη λα πιεθηξνινγήζνπλ 

ηελ εμίζσζε θ(x)=θ*(ι*cos(x)+κ)+λ θαη λα επηιέμνπλ γηα ηνπο κεηαβνιείο ηηο ηηκέο 

θ= -2, ι=1, κ=0 θαη λ=0. Έηζη ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ε θακπύιε ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο είλαη θ(ρ)= -2ζπλ(ρ) 
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5.2.6  Θέκα 3: Η ζπλάξηεζε ηεο παξαγώγνπ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*sqrt(abs(x^λ-1))+β*x+γ γηα νξηζκέλεο ηηκέο 

ησλ παξακέηξσλ ηεο θαη ηνπ εθζέηε ηεο δύλακεο. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε 

θακπύιε ηεο παξαγώγνπ (δειαδή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο). Έρεη ζρεδηαζηεί 

δειαδή ε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε 

ηνπ ζεκείνπ Α θαη ηεηαγκέλε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. 

Δξεπλήζηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο παξαγώγνπ θαζώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο 

ησλ ζπληειεζηώλ ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ζ ζπλάξηεζε έρεη α=2, β=0, γ=-1 θαη λ=3. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ 

παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο (δειαδή ηελ θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο);  

Πόηε ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή θαη πόηε αξλεηηθή; Ση ζπκβαίλεη ζηελ θνξπθή ηεο 

θακπύιεο; Γηαηί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ έρεη δπν θιάδνπο; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο αθνύ πξώηα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε γηαηί δελ 

ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν Α(1,0); 

2. Δπηιέμηε "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο" θαη πιεθηξνινγήζηε ηελ λέα ζπλάξηεζε κε 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ α=2, β=2, γ=-1 θαη ηνπ εθζέηε λ=3. Ση ζπκβαίλεη ζηνλ 

ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηαζηήκαηα πνπ ε παξάγσγνο 

είλαη ζεηηθή ή αξλεηηθή; Πώο ζπλδέεηαη ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο κε ην 

πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ; Ση ζπκβαίλεη ζην ζεκείν πνπ ε παξάγσγνο είλαη 0; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο αθνύ πξώηα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ; 

3. Δπηιέμηε "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο" θαη πιεθηξνινγήζηε ηελ λέα ζπλάξηεζε κε 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ α=2, β=2, γ=-1 θαη λ=4. Ση ζπκβαίλεη ζηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηαζηήκαηα πνπ ε παξάγσγνο είλαη 

ζεηηθή ή αξλεηηθή; Πώο ζπλδέεηαη ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο κε ην πξόζεκν 

ηεο παξαγώγνπ; Ση ζπκβαίλεη ζηηο θνξπθέο ηεο θακπύιεο; Τπάξρνπλ ζεκεία ζηα 

νπνία ε παξάγσγνο είλαη 0; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο 

ζαο αθνύ πξώηα πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ. 

4. Δπηιέμηε "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο" θαη πιεθηξνινγήζηε ηελ λέα ζπλάξηεζε κε 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ α=2, β=0, γ=-1 θαη λ=-1 θαη επαλαιάβαηε ηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Πώο εμεγείηαη ην γεγνλόο όηη ε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο έρεη ηξεηο θιάδνπο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για την διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 
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 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν Α. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Redefine” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηνλ 

ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο  θ(ρ).  

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα  

 Σε θαηεύζπλζε θαη ηε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε ζέζε ηνπ ζεκείνπ 

Α.  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο. 

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα Α1Β. 

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α  ζην γξάθεκα ώζηε λα νξίδνπλ ηελ 

εθαπηνκέλε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο ζε εηδηθέο ζέζεηο (όηαλ 

κεδελίδεηαη ην επζ. ηκήκα Α1Β, όηαλ απηό είλαη πάλσ ή θάησ από ηνλ 

άμνλα ρ’ρ ή όηαλ ηείλεη ζην άπεηξν). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ Β θαη 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο εμίζσζεο ηεο θακπύιεο ζηελ 

νπνία αλήθεη ην ζεκείν Β. 

 Τπνινγίδνπλ κε ηνλ νξηζκό ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο, ηελ 

παξάγσγν ηεο ζην ζεκείν (1,-1). 

 Γηαηππώλνπλ εηθαζίεο γηα ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ θαη ηηο ειέγρνπλ 

κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο παξαγώγνπ ζε ηπραίν ζεκείν.   

 Δπαλαδηαηππώλνπλ κε ηελ εληνιή “Redefine” ηελ εμίζσζε ηεο θ(ρ) ώζηε 

λα ηαπηίδεηαη κε ηελ παξάγσγν ηεο f(x).   

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 113x2)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηελ θαηαθόξπθε πιεπξά ηνπ 

νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ δείρλεη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Α. (2) Να 

παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο Α1Β. (3) Να 
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ρξεζηκνπνηήζνπλ δεδνκέλα από ηελ κεηαβνιή ηνπ Α1Β θαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ Β γηα λα πξνζδηνξίζνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο. (4) Να παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ζηα εηδηθά ζεκεία 

ηεο θακπύιεο όπσο ζην (1,-1). O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο 

λα πεξηγξάςνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο θνληά ζην ζεκείν (1,-1) 

θαη λα ππνινγίζνπλ ηελ παξάγσγν κε ηνλ νξηζκό όηαλ ην Α ηείλεη ζην ζεκείν απηό. 

Δπίζεο ηνπο δεηά λα εξκελεύζνπλ ην γεγνλόο όηη ε παξάγσγνο έρεη δπν θιάδνπο γηα 

ηηκέο ζην ρ αξηζηεξά θαη δεμηά από ην (1,-1). 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 1x213x2)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη όζν ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη αξλεηηθή ε ζπλάξηεζε 

είλαη θζίλνπζα θαη όζν είλαη ζεηηθή είλαη αύμνπζα. Αθόκα ζην ζεκείν (1,1) 

αλακέλεηαη λα εθθξάζνπλ ηελ αληίιεςε όηη ε ζπλάξηεζε ζην ζεκείν απηό δελ έρεη 

παξάγσγν θαη επνκέλσο ε παξάγσγνο ζπλάξηεζε απνηειείηαη από δπν θιάδνπο.  Ο 

εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ εληνιή 

“Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε” ή λα κεηαβάιινπλ ην πεδίν νξηζκνύ θαη ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο ώζηε λα παξαηεξήζνπλ θαη ηνλ δεύηεξν θιάδν.   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 1x214x2)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη όζν ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη αξλεηηθή ε ζπλάξηεζε 

είλαη θζίλνπζα θαη όζν είλαη ζεηηθή είλαη αύμνπζα. Αθόκα όηη ππάξρεη έλα ζεκείν 

ζην νπνίν ε παξάγσγνο κεδελίδεηαη θαη όηη ζην ζεκείν απηό ε εθαπηνκέλε είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα ρρ΄. Σέινο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ δπν όηη ππάξρνπλ 

δπν ζεκεία, ηα (-3, -1) θαη (1,1), ζηα νπνία δελ ππάξρεη παξάγσγνο θαη επνκέλσο ε 

παξάγσγνο έρεη ηξεηο θιάδνπο.  Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο 

λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ εληνιή “Μεγέζπλζε-΢κίθξπλζε” ή λα κεηαβάιινπλ ην 

πεδίν νξηζκνύ θαη ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε λα παξαηεξήζνπλ θαη ηνλ δεύηεξν 

θιάδν.   

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 11
x

1
2)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ αλάινγεο κε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα δηαηππώζνπλ ηελ άπνςε 

όηη ε παξάγσγνο έρεη ηξεηο θιάδνπο επεηδή ε αξρηθή ζπλάξηεζε έρεη έλα ζεκείν 

αζπλέρεηαο θαη έλα ζεκείν ζην νπνίν δελ ππάξρεη παξάγσγνο. 
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5.2.7 Θέκα 4: Η παξάγωγνο ζπλάξηεζεο δηπινύ ηύπνπ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  
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Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ απηήο. Δξεπλήζηε 

ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο παξαγώγνπ θαζώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ησλ 

ζπληειεζηώλ ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, λ=2, θ=1, ι=1 θαη κ=3.  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο;  

Πόηε ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή θαη πόηε αξλεηηθή; Γηαηί ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο παξαγώγνπ έρεη δπν θιάδνπο; 

Μπνξείηε λα επηιέμεηε ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α θαζώο θαη ηελ ηηκή ηνπ β ώζηε ε 

ζπλάξηεζε λα έρεη παξάγσγν ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε ρΑ; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο αθνύ πξώηα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, λ=3, θ=1, ι=0 θαη κ=3.  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο;  

Πόηε ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή θαη πόηε αξλεηηθή; Γηαηί ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο παξαγώγνπ έρεη δπν θιάδνπο; 

Μπνξείηε λα επηιέμεηε ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α θαζώο θαη ηελ ηηκή ηνπ β ώζηε ε 

ζπλάξηεζε λα έρεη παξάγσγν ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε ρΑ; Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο αθνύ πξώηα πξνζδηνξίζεηε ηελ 

εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, λ=0.5, θ=1, ι=1.3 θαη κ=1.  

Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο;  

Πόηε ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή θαη πόηε αξλεηηθή; Γηαηί ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο παξαγώγνπ έρεη δπν θιάδνπο; Μπνξείηε λα επηιέμεηε ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α 

θαζώο θαη ηελ ηηκή ηνπ β ώζηε ε ζπλάξηεζε λα έρεη παξάγσγν ζην ζεκείν κε 

ηεηκεκέλε ρΑ; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο αθνύ 

πξώηα πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ;  

4. Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο όηαλ νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα 

δείρλνπλ α=1, λ=0.5, θ=1, ι=0 θαη κ=2.  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα α, β θαη λ θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ 

εμίζσζε ηνπ ελόο θιάδνπ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 
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 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θ, ι θαη κ θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ 

εμίζσζε ηνπ άιινπ θιάδνπ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα νξίζνπλ ηα άθξα ησλ πεδίνπ νξηζκνύ ηνπ 

θάζε θιάδνπ. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β ώζηε λα παξαθνινπζνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε 

παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε ζεκείν ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Redefine” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηνλ 

ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο  f(ρ).  

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σελ θαηεύζπλζε θαη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ B1.  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Β1. 

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα Μ1Β. 

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α  ζην γξάθεκα θαη παξαηεξνύλ αλ θαη 

πώο νξίδεηαη ε  εθαπηνκέλε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο ζηε ζέζε 

απηή (όηαλ έρεη δηαθνξεηηθέο εθαπηόκελεο αξηζηεξά θαη δεμηά ηνπ 

ζεκείνπ Α). 

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β ζε εηδηθέο πεξηπηώζεηο θαη παξαηεξνύλ 

ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζ’ απηό (αλ κεδελίδεηαη, αλ είλαη αξλεηηθή ή 

ζεηηθή ή αλ ηείλεη ζην άπεηξν). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ Β θαη 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο εμίζσζεο ηεο θακπύιεο ζηελ 

νπνία αλήθεη ην ζεκείν Β. 

 Γηαηππώλνπλ εηθαζίεο γηα ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ θαη ηηο ειέγρνπλ 

κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο παξαγώγνπ ζε ηπραίν ζεκείν.   

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 












100xA    x1,xκx

Axx100-  ,2x2x
)x(f

β

β
. (1) 

Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β θαη λα παξαηεξνύλ ηελ θαηαθόξπθε πιεπξά ηνπ 
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νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ δείρλεη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Β. (2) Να 

κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ β θαη κ. (3) Να παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο Μ1Β. (3) Να ρξεζηκνπνηήζνπλ δεδνκέλα από 

ηελ κεηαβνιή ηνπ Μ1Β θαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β γηα λα πξνζδηνξίζνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο παξαγώγνπ. (4) Να παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ζηα εηδηθά ζεκεία ηεο θακπύιεο όπσο ζην (-0.5, 0) θαη ζην 

ζεκείν Α (1.1,0). O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

πεξηγξάςνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο θνληά ζην ζεκείν (1.1, 0) 

θαη λα ππνινγίζνπλ ηελ παξάγσγν κε ηνλ νξηζκό όηαλ ην Β ηείλεη ζην ζεκείν απηό. 

Δπίζεο ηνπο δεηά λα εξκελεύζνπλ ην γεγνλόο όηη ε παξάγσγνο έρεη δπν θιάδνπο γηα 

ηηκέο ζην ρ αξηζηεξά θαη δεμηά από ην (1,-1). Αλακέλεηαη λα αλαδεηήζνπλ ηηκέο γηα 

ην β, ην κ θαη ηε ζέζε ηνπ Α ώζηε λα ππάξρεη παξάγσγνο ζην Α. Καζώο απηό δελ 

είλαη εύθνια θαλεξό αλ ππάξρνπλ ηέηνηεο ηηκέο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα δνπιέςνπλ 

θαη αιγεβξηθά κε ηνλ νξηζκό ηεο παξαγώγνπ ζην ζεκείν Α. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 












100xAx          x,3x

Axx100-  ,2x3x
)x(f

β

β
. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο κε ηε πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε παξαηεξήζεηο θαη 

όηη όζν ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη αξλεηηθή ε ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα 

θαη όζν είλαη ζεηηθή είλαη αύμνπζα. Αθόκα αλακέλεηαη λα αλαδεηήζνπλ ηηκέο γηα ην 

β, ην κ θαη ηε ζέζε ηνπ Α ώζηε λα ππάξρεη παξάγσγνο ζην Α. Καζώο απηό δελ είλαη 

εύθνια θαλεξό αλ ππάξρνπλ ηέηνηεο ηηκέο, νη καζεηέο αλακέλεηαη λα δνπιέςνπλ θαη 

αιγεβξηθά κε ηνλ νξηζκό ηεο παξαγώγνπ ζην ζεκείν Α. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνύλ λα 

επηιέμνπλ γηα β=0 θαη λα ηνπνζεηήζνπλ ην Α ζηε ζέζε (0,0). ΢ηελ πεξίπησζε απηή 

ζα παξαηεξήζνπλ όηη ελώ ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην Α δελ είλαη παξαγσγίζηκε 

θαη έηζη ε παξάγσγνο έρεη δπν θιάδνπο. Ζ εμήγεζε γηα ηα παξαηεξνύκελα ζ’ απηή ηε 

πεξίπησζε κπνξεί λα δνζεί αιγεβξηθά κε ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ.   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 











100xAx          1.3,xx

Axx100-  ,2xx
)x(f

β

β
. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο κε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο παξαηεξήζεηο γηα 

ηε κνξθή ηεο παξαγώγνπ ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο θαη όηη όζν ε 

παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη αξλεηηθή ε ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα θαη όζν 

είλαη ζεηηθή είλαη αύμνπζα. Αθόκα αλακέλεηαη λα αλαδεηήζνπλ ηηκέο γηα ην β, θαη ηε 

ζέζε ηνπ Α ώζηε λα ππάξρεη παξάγσγνο ζην Α. Καζώο απηό δελ είλαη εύθνια θαλεξό 

αλ ππάξρνπλ ηέηνηεο ηηκέο, νη καζεηέο αλακέλεηαη λα δνπιέςνπλ θαη αιγεβξηθά κε 

ηνλ νξηζκό ηεο παξαγώγνπ ζην ζεκείν Α.  

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 












100xAx          x,2x

Axx100-  ,2xx
)x(f

β

β
. 

Αλακέλεηαη θαη εδώ λα θάλνπλ αλάινγεο κε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο 

παξαηεξήζεηο γηα ηε κνξθή ηεο παξαγώγνπ ζηα δηάθνξα ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο θαη 

όηη όζν ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη αξλεηηθή ε ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα 

θαη όζν είλαη ζεηηθή είλαη αύμνπζα. Αθόκα αλακέλεηαη λα αλαδεηήζνπλ ηηκέο γηα ην 

β, θαη ηε ζέζε ηνπ Α ώζηε λα ππάξρεη παξάγσγνο ζην Α. 
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5.3 ΢ΕΝΑΡΙΟ 11 : Θεωπήμαηα ηος διαθοπικού λογιζμού 

 

 

 

5.3.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ 

σο ζπλάξηεζε κηαο ζπλάξηεζεο θαη λα εθθξάζνπλ πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο. 

΢πγθεθξηκέλα εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο παξαηήξεζεο, έθθξαζεο θαη αιγεβξηθήο 

δηαπξαγκάηεπζεο νξηζκέλσλ ραξαθηεξηζηηθώλ  ηεο παξαγώγνπ ζε ζρέζε κε ηα 

αληίζηνηρα ραξαθηεξηζηηθά ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, όπσο ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο 

παξαγώγνπ ζε ζρέζε κε ηελ κνλνηνλία ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ηελ ύπαξμε 

ζεκείσλ κεδεληζκνύ ηεο παξαγώγνπ ζε ζρέζε κε ηα αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο 

θαζώο θαη ηελ  ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκεία πνπ είλαη θνξπθέο ηεο θακπύιεο 

ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο ή ζε ζεκεία αζπλέρεηαο  ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο.  

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ηνπο κεηαβνιείο γηα λα νξίζνπλ ηηο εμηζώζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ζηε ζπλέρεηα κεηαθηλνύλ έλα ζεκείν ηεο θακπύιεο ώζηε λα 

ζπκπέζεη κε έλα άιιν θαη παξαθνινπζνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε ζέζε θαη ε θιίζε ηεο 

επζείαο πνπ απηά νξίδνπλ. Οη δηαδηθαζίεο απηέο αλακέλεηαη λα βνεζήζνπλ ηνπο 

καζεηέο λα δηεξεπλήζνπλ νπηηθά ηελ ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζε έλα ζεκείν Α ηελ 

νπνία ζηε ζπλέρεηα θαινύληαη λα δηεξεπλήζνπλ θαη αιγεβξηθά.  

5.3.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ σο ζπλάξηεζε 

κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηνλ ηξόπν πνπ ζπλδένληαη ηα πνηνηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο παξαγώγνπ κε  πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

θακπύιεο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο.  
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 Να κειεηνύλ θαη λα εθθξάζνπλ πνηνηηθά θαη αιγεβξηθά ηελ ύπαξμε θαη ηελ 

εύξεζε ηεο παξαγώγνπ ζε ζεκείν ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο.  

5.3.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ  ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη, νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ, είλαη δπλαηόλ, 

λα απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο παξάγσγν κηαο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ηελ παξαηήξεζε, 

έθθξαζε θαη αιγεβξηθή έθθξαζε θαη δηεξεύλεζε ηεο ζπλάξηεζεο παξάγσγν, ζε 

ζρέζε κε ηελ ζύλδεζε ησλ πνηνηηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. Σα 

εξγαιεία πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο 

καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ηελ εθαπηνκέλε θαη ηελ παξάγσγν ζηα 

δηάθνξα ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο, 

 λα δηεξεπλήζνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α ζην νπνίν αιιάδεη θιάδν ε 

ζπλάξηεζε ώζηε ζην ζεκείν απηό λα είλαη ζπλερήο ε αξρηθή ζπλάξηεζε θαη 

λα εμεηάζνπλ αλ ππάξρεη ε παξάγσγνο ζ’ απηό,  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ηεο παξαγώγνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  
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 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=αx
λ
+βx+γ θαη 

ζπλδένπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζηα δηάθνξα  

ζεκεία ηεο κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηε δεύηεξε, νη 

καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)=α*sin(β*x+γ)+δ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηεο θαη ζπλδένπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξαγώγνπ κε απηά ηεο ζπλάξηεζεο. ΢ηελ ηξίηε, δηεξεπλάηαη ε 

ζρέζε ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο 

γx1x)x(f  βα ν  (f(x)=α sqrt(abs(x^λ-1))+βx+γ) ζε ζρέζε κε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο. Ηδηαίηεξα δηεξεπλάηαη ε ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζε 

νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο.  ΢ηελ ηέηαξηε, κειεηάηαη 

παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο 











100x    x,xθx

xx100-  ,xαx
)x(f

A
κ

A
2λ

λβ

β
θαη ε ύπαξμε ηεο 

παξαγώγνπ ζην ζεκείν Α πνπ αιιάδεη  ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σε ζρέζε ηνπ βαζκνύ ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ θαη ηνπ βαζκνύ ηεο 

παξαγώγνπ ησλ.  

 Σελ ζηελή ζρέζε ηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο ζε ζρέζε κε ην πξόζεκν 

ηεο παξαγώγνπ ηεο. 

 Σε ζηελή ζρέζε ησλ ζεκείσλ κεδεληζκνύ ηεο παξαγώγνπ ζε έλα ζεκείν ηεο 

ζε ζρέζε κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν απηό θαη ηελ ύπαξμε 

ηνπηθνύ αθξόηαηνπ ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. 

 Σνλ ξόιν ηεο ζπλέρεηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηεο ζε ζρέζε κε ηελ 

ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ζ’ απηό. 

 Σνλ ξόιν ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ ζην νπνίν αιιάδεη θιάδν κηα δηπινύ ηύπνπ 

ζπλάξηεζε ζε ζρέζε κε ηελ ζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο ζ’ απηό θαη ηελ ύπαξμε 

ηεο παξαγώγνπ . 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε. Αθόκα κπνξεί λα αλαδείμεη θαη άιια 

δεηήκαηα ζρεηηθά κε ηελ παξάγσγν θαη ηελ θακπύιεο ηεο ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθιε 

ζπλάξηεζε.   
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ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

 

 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Θεώξεκα Μέζεο 

Σηκήο 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ην 

ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ 

δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ θαζώο θαη 

κε ην ζεώξεκα Roll. 

Δξγαζία 2 
Μνλνηνλία - 

Αθξόηαηα 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηε 

κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 3 

Κπξηόηεηα θαη 

ζεκεία θακπήο ηεο 

ζπλάξηεζεο 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

έλλνηα ηεο  θπξηόηεηαο θαη ησλ 

ζεκείσλ θακπήο ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 4 
Αζύκπησηεο 

ζπλάξηεζεο 
ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο γηα ηελ ύπαξμε θαη 

ηνλ νξηζκό ησλ αζπκπηώησλ  

θακπύιεο. 
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5.3.4 Θέκα 1: Θεώξεκα κέζεο ηηκήο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^λ+β*x+γ θαη ε εθαπηνκέλε ηεο ζην ζεκείν 

Μ. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε επζεία πνπ δηέξρεηαη από δπν ηπραία ζεκεία Α θαη Β 

ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο. Δξεπλήζηε ηελ ζρέζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην 

ζεκείν Μ κε ηελ επζεία ΑΒ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε δπν ηπραίεο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. Μπνξείηε λα βξείηε κηα ζέζε 

ηνπ ζεκείνπ Μ ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζ' απηό λα είλαη παξάιιειε 

ζηελ επζεία ΑΒ; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ δηαδηθαζία εύξεζεο;  

2. Δπηιέμηε δπν ηπραίεο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β θαη αθόκα νη δείθηεο ησλ 

κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.3, β=1, γ=-0.5 θαη λ=3. Πόζεο ζέζεηο ηνπ ζεκείνπ 

Μ κπνξείηε λα βξείηε ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζ' απηά λα είλαη 

παξάιιειε ζηελ επζεία ΑΒ; Μπνξείηε λα βξείηε δπν ζέζεηο ησλ Α θαη Β ώζηε λα 

ηζρύεη ην ζεώξεκα Rolle.  

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ δηαδηθαζία εύξεζεο; 

3. Δπηιέμηε ηελ ζπλάξηεζε θαη κε δεμί θιηθ "επαλαπξνζδηνξηζκόο". 

Πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν f(x)=0.3*x^(-1)+1*x-0.5. Μπνξείηε λα βξείηε ζέζεηο 

ησλ ζεκείσλ Α θαη Β γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη ην ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο; 

Τπάξρνπλ ζέζεηο ησλ Α θαη Β γηα ηηο νπνίεο δελ ηζρύεη ην ζεώξεκα ηεο κέζεο 

ηηκήο ή ην ζεώξεκα Rolle; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

4. Δπηιέμηε ηελ ζπλάξηεζε θαη κε δεμί θιηθ "επαλαπξνζδηνξηζκόο". 

Πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν f(x)=0.2*x^(-2). Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο 

δξαζηεξηόηεηεο. Τπάξρνπλ ζέζεηο ησλ Α θαη Β γηα ηηο νπνίεο δελ ηζρύεη ην 

ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

 ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ επζεία ΑΒ  

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ γηα λα νξίζνπλ ηελ εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην 

ζεκείν απηό. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. 

 Σελ θαηεύζπλζε ηεο επζείαο ΑΒ θαη ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε 

ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ ζε ζρέζε κε ηελ θαηεύζπλζε ηεο ΑΒ.  

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β θαη 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο θιίζεο ηεο ΑΒ ζε ζρέζε κε ηελ 

θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε x2x3.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β ζε δπν ζπγθεθξηκέλεο ζέζεηο. (2) Να 

κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Μ ζε δηάθνξεο ζέζεηο θαη λα παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ κεηαβνιήο [f(x(B))-f(x(A))]/(x(Β)-x(A))]. (3) Να παξαηεξνύλ 

ηελ παξαιιειία ηεο εθαπηνκέλεο θαη ηεο επζείαο ΑΒ. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ππνινγίζνπλ θαη λα εθθξάζνπλ ηε θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Μ. Αλακέλεηαη λα θαηαιήμνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα πνπ 

αθνξνύλ ην ζεώξεκα ηεο Μέζεο Σηκήο, δειαδή όηη ζε θάζε ζέζε ησλ Α θαη Β 

ππάξρεη κηα ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ πνπ ε εθαπηνκέλε ζ’ απηό είλαη παξάιιειε πξνο 

ηελ ΑΒ. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 5.0x3x3.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε ζε νξηζκέλεο ζέζεηο ησλ Α θαη Β ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα από έλα 

ζεκεία ζηα νπνία ε εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε ζηελ ΑΒ. Γηα παξάδεηγκα ζηηο 

ζέζεηο Α(-2.51,-2.74) θαη Β(2.4, 1.23) ν ιόγνο κεηαβνιήο – θιίζε ηεο ΑΒ είλαη [f(B)-

f(A)]/[x(B)-x(A)] = 0.81. Γηα ην ζεώξεκα Rolle αξθεί λα βξεζνύλ δπν ζέζεηο ησλ Α 

θαη Β ζηηο νπνίεο νη ηεηαγκέλεο ηνπο είλαη ίζεο. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 5.0x
x

1
3.0)x(f  .  Αλακέλεηαη λα 

δηαπηζηώζνπλ όηη ηζρύνπλ  θαη εδώ όζα παξαηήξεζαλ ζηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο ζρεηηθά κε ην ζεώξεκα ηεο Μέζεο Σηκήο αιιά όηαλ ην έλα ζεκείν είλαη 

ζηνλ έλα θιάδν θαη ην άιιν ζηνλ άιιν θιάδν ε ζπλάξηεζε δελ είλαη ζπλερήο θαη 

παξαγσγίζηκε ζε θάζε ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο πνπ νξίδνπλ ηα δπν ζεκεία θαη γη’ 

απηό δελ κπνξνύλ λα βξνπλ ζεκείν ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε λα είλαη παξάιιειε 
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ζηελ επζεία ΑΒ. Γηα ην ζεώξεκα Rolle αξθεί λα βξεζνύλ δπν ζέζεηο ησλ Α θαη Β ζηηο 

νπνίεο νη ηεηαγκέλεο ηνπο είλαη ίζεο. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 
2x

1
3.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

δηαπηζηώζνπλ όηη ηζρύνπλ  θαη εδώ όζα παξαηήξεζαλ ζηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο ζρεηηθά κε ην Θ.Μ.Σ. 
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5.3.5 Θέκα 2: Μνλνηνλία - Αθξόηαηα 

Σηελ παξαθάησ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x)=α*exp(β*x+γ*x^λ)+δ (f(x)=αe
βx+γxλ

+δ). Αθόκα έρνπλ ζρεδηαζηεί 

ε παξάγσγνο απηήο, ε εθαπηνκέλε ζε έλα ζεκείν ηεο A θαζώο θαη επζεία ΒΓ 

πνπ δηέξρεηαη από δπν ζεκεία ηεο. Δξεπλήζηε γηα ηελ κνλνηνλία θαη ηα 

αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηεο θαη ηνπ 

εθζέηε λ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Α θαη λα ηνλ ζπλδπάζεηε κε ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο 

παξαγώγνπ; Μπνξείηε λα βξείηε ζε πνην ζεκείν ε ζπλάξηεζε έρεη ηνπηθό 

αθξόηαην; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο; 

2. Δπηιέμηε ηε ζπλάξηεζε θαη κε δεμί θιηθ "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο". 

Πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν 0.5*exp(2*ρ+ρ^3)+1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηνλ 

ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ηνλ ζπλδπάζεηε κε ην 

πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο παξαγώγνπ; Μπνξείηε λα βξείηε ζε πνην ζεκείν ε 

ζπλάξηεζε έρεη ηνπηθό αθξόηαην; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ζαο; Ση ζα αιιάμεη ζηελ κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο αλ 

κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ δ; 

3. 3 Δπηιέμηε ηε ζπλάξηεζε θαη κε δεμί θιηθ "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο". 

Πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν -0.5*exp(2*ρ+ρ^2)+1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ 

κνλνηνλία ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ηνλ ζπλδπάζεηε κε ην πξόζεκν ησλ 

ηηκώλ ηεο παξαγώγνπ; ΢ε ηη δηαθέξεη ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο από ηελ 

κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο ηεο πξώηεο  δηεξεύλεζεο πνπ είρε α=0,5; Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο; 

4. Δπηιέμηε ηε ζπλάξηεζε θαη κε δεμί θιηθ "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο". 

Πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν 0.5*exp(2*ρ+ρ^2)+1. Μπνξείηε λα βξείηε δπν ζέζεηο 

γηα ηα ζεκεία Α θαη Β ώζηε λα ηζρύεη ην ζεώξεκα Rolle; Ηζρύεη ην ζεώξεκα ηεο 

κέζεο ηηκήο ζε θάζε δηάζηεκα πνπ νξίδνπλ ηα Α θαη Β; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε 

αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο;  

Αλαθεθαιαίσζε: Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα αλαθνηλώζνπ ζηε ηάμε ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζρεηηθά κε ηε ζρέζε ηεο κνλνηνλίαο θαη ηνπ πξνζήκνπ ησλ 

ηηκώλ ηεο παξαγώγνπ ζε έλα δηάζηεκα. Δθθξάζηε ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο από ηηο 

δηεξεπλήζεηο πνπ θάλαηε ζε ζρέζε κε ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν Α. 
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 Μεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Β θαη Γ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σελ θαηεύζπλζε θαη ην πξόζεκν ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε 

ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α.  

 Σα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή ή αξλεηηθή. 

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΑ1 θαη ην Α1Α΄. 

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο 

παξαγώγνπ ηεο.  

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ A ώζηε λα νξίδνπλ ηελ εθαπηνκέλε ηνπ 

γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο ζε εηδηθέο ζέζεηο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο εληόο ησλ 

δηαζηεκάησλ πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία Β θαη Γ.  

 Τπνινγίδνπλ ηελ παξάγσγν ζηα εζσηεξηθά ηνπ δηαζηήκαηνο  ζεκεία ηεο 

ζπλάξηεζεο.  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 1x-2xe5.0)x(f
2
 . Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο 

ηεο εθαπηνκέλεο ζ’ απηό. (2) Να παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x(A)) θαζώο απμάλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ x(A). O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ ιεθηηθά θαη αιγεβξηθά ηελ κεηαβνιή ησλ 

ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο. Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζύκθσλα κε ην ινγηζκηθό 

κέρξη ηελ ηηκή x(A)=-4,71 πεξίπνπ νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ζηαζεξέο. ΢ηε 

ζπλέρεηα θαη κέρξη ηελ ηηκή x(A)=1 νη ηηκέο απμάλνπλ θαη ζηε ζπλέρεηα γηα 

x(Α)<4,71 πεξίπνπ νη ηηκέο κεηώλνληαη. Γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ x(Α) νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο παξακέλνπλ ζηαζεξέο. ΢ηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα ε παξάγσγνο 

ηαπηίδεηαη κε ηνλ ρρ’ , είλαη ζεηηθή, είλαη αξλεηηθή θαη ηέινο ηαπηίδεηαη κε ηνλ άμνλα. 
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Γηάζηεκα ηηκώλ ηνπ 

x(A)  
Οη ηηκέο ηεο f(x(A))  

Σν πξόζεκν ησλ ηηκώλ 

ηεο παξαγώγνπ 

)71,2,(   ΢ηαζεξή 0 

 1,71,2  Απμάλνπλ Θεηηθό 

 71,4,1  Μεηώλνληαη Αξλεηηθό 

),71,4(   ΢ηαζεξή 0 

 

Αθόκα αλακέλεηαη λα δηαηππώζνπλ ην ζπκπέξαζκα όηη ε ζπλάξηεζε έρεη κέγηζην 

ζην ζεκείν (1, f(1)). 

Ο εθπαηδεπηηθόο ζα πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ ηελ αιήζεηα 

ησλ παξαηεξήζεσλ απηώλ αιγεβξηθά θαη ηδηαίηεξα ζηα δηαζηήκαηα πνπ απηή 

θαίλεηαη λα είλαη ζηαζεξή.  

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 1x-2xe5.0)x(f
3
 . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε ζπλάξηεζε είλαη θαηά δηαζηήκαηα κνλόηνλε, λα ζπκπιεξώζνπλ 

ζε έλα αλάινγν πίλαθα ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ζύκθσλα κε ηα δεδνκέλα ηνπ 

ινγηζκηθνύ θαη λα παξαηεξήζνπλ όηη έρεη δπν αθξόηαηα, έλα ειάρηζην θαη έλα 

κέγηζην, ζηα ζεκεία ζηα νπνία ε παξάγσγνο ηέκλεη ηνλ άμνλα ρρ΄.  Αθόκα 

αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη νη κεηαβνιέο ησλ ηηκώλ ηνπ δ δελ κεηαβάιινπλ ηελ 

παξάγσγν θαη άξα ηελ κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 1x-2xe5.0)x(f
2
 .  Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ πξώηε δηεξεύλεζε. 

΢πκπιεξώλνληαο έλα αλάινγν πίλαθα κπνξνύλ λα θάλνπλ εύθνια ζπγθξίζεηο γηα ηε  

κνλνηνλία ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. Γειαδή, κε βάζε ηνλ παξαθάησ πίλαθα 

αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο ε κνλνηνλία είλαη αληίζεηε. 

Αθόκα, παξνπζηάδεη ζην ίδην ζεκείν ειάρηζην αληί κέγηζην. 

 

Γηάζηεκα ηηκώλ ηνπ x(A) 
Πξόζεκν ησλ ηηκώλ 

f(x(A)) 

Πξόζεκν ηεο 

παξαγώγνπ 

)71,2,(   ΢ηαζεξή 0 

 1,71,2  Μεηώλνληαη Αξλεηηθό 

 71,4,1  Απμάλνληαη Θεηηθό 

),71,4(   ΢ηαζεξή 0 
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Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζπλάξηεζε 1x-2xe5.0)x(f
2
 . Καη ζηελ 

πεξίπησζε απηήο ηεο δηεξεύλεζεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ δηάθνξεο ζέζεηο 

ησλ Δ θαη Ε. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνύλ λα ηνπνζεηήζνπλ ην Δ ζηε ζέζε (0,0) θαη ην Ε 

ζηε ζέζε (2,0). Έηζη ζην δηάζηεκα απηό ηζρύεη ην ζεώξεκα Rolle θαζώο ηζρύεη f(0) = 

f(2) θαη ζην δηάζηεκα απηό ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο.    
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5.3.6  Θέκα 3: Κπξηόηεηα θαη ζεκεία θακπήο ηεο ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=α*x^2+β*x+γ. Αθόκα έρνπλ ζρεδηαζηεί ε 

πξώηε θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο απηήο. Δξεπλήζηε ηελ θπξηόηεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη ζπλδέζηε ηελ κε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ δπν παξαγώγσλ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ηελ ζπλδπάζεηε 

κε ηελ κνλνηνλία ηεο πξώηεο παξαγώγνπ θαη ην πξόζεκν ηεο δεύηεξεο 

παξαγώγνπ;  

Δπηιέμηε ηελ ζπλάξηεζεο θαη κε δεμί θιηθ "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο". ΢ηε ζπλέρεηα 

πιεθηξνινγήζηε λέεο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε ε δεύηεξε 

παξάγσγνο έρεη αξλεηηθέο ηηκέο. Ση αιιάδεη ζηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο 

πξώηεο παξαγώγνπ; Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο;  

2. Δπηιέμηε ηελ ζπλάξηεζεο θαη κε δεμί θιηθ "Δπαλαπξνζδηνξηζκόο". ΢ηε ζπλέρεηα 

πιεθηξνινγήζηε ηελ ζπλάξηεζε 0.2*x^3-2*x-1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηελ 

θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ηελ ζπλδπάζεηε κε ηελ ζρεηηθή ζέζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην Α, ηελ κνλνηνλία ηεο πξώηεο παξαγώγνπ θαη ην πξόζεκν ηεο 

δεύηεξεο παξαγώγνπ; Τπάξρνπλ ζέζεηο ησλ Α θαη Β όπνπ νη εθαπηόκελεο ζ' απηά 

είλαη παξάιιειεο; Ση ζπκβαίλεη κε ηα ζεκεία ζηα νπνία ε δεύηεξε παξάγσγνο 

είλαη 0; Πώο κεηαβάιιεηαη ε θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ κεηαβάιιεηε ηηο 

ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ ηεο ζπλάξηεζεο; Πώο ζπλδένληαη νη αιιαγέο ζηελ 

θπξηόηεηα κε ηηο αιιαγέο ζην πξόζεκν ηεο δεύηεξεο παξάγσγνπ. Ση αιιάδεη ζηε 

κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο πξώηεο παξαγώγνπ θαηά ηηο αιιαγέο απηέο;  

Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο; 

3. Δπηιέμηε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» θαη πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν 

f(x)=α*x^4+β*x+γ. Δπηιέμηε αθόκα νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-

0.3, β=-2 θαη γ=1.  Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε θπξηόηεηα ηεο 

θακπύιεο θαη λα βξείηε ζε πνηα ζεκεία αιιάδεη; Τπάξρνπλ ζεκεία ζηα νπνία ε 

δεύηεξε παξάγσγνο είλαη 0; Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο 

ζαο αθνύ πξώηα πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαγώγνπ. 

4. Δπηιέμηε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» θαη πιεθηξνινγήζηε ηνλ ηύπν 

f(x)=α*x^4+β*x^3+γ*x. Κάληε δεμί θιηθ πάλσ ζην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο f(x) 

θαη απελεξγνπνηήζηε ηελ εληνιή "Γείμηε ην αληηθείκελν". Αθόκα θξνληίζηε νη 

δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.3, β=1 θαη γ=-2. Μπνξείηε λα 

πεξηγξάςεηε ζε πνηα δηαζηήκαηα ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ή θάησ θαη πνηα ζεκεία 

είλαη ζεκεία θακπήο; Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε ηη αιιάδεη σο πξνο ηα θνίια όηαλ 

κεηαβάιιεηε ηελ ηηκή ηνπ α ζε -0.3; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηε ζρέζε ηεο θπξηόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο 

κε ηελ ζρεηηθή ζέζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο, ηελ κνλνηνλία ηεο πξώηεο 

παξαγώγνπ θαη ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ζε έλα δηάζηεκα. 

Δθθξάζηε ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο από ηηο δηεξεπλήζεηο πνπ θάλαηε ζε ζρέζε κε ηηο 

κεηαβνιέο ηεο θπξηόηεηαο, ηε κνλνηνλία ηεο πξώηεο παξαγώγνπ θαη ην πξόζεκν ηεο 

δεύηεξεο παξαγώγνπ. 
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ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ εθαπηνκέλε ηεο 

θακπύιεο ζην ζεκείν Β. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 

 Να επηιέγνπλ ηα θνπκπηά γηα αλ εκθαλίδνπλ ζπγθεθξηκέλεο πιεξνθνξίεο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο πξώηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Σε ζρεηηθή ζέζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν ηεο σο πξνο 

ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

 Σε θαηεύζπλζε θαη ηε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε θάζε ζέζε ηνπ ζεκείνπ 

Α.  

 Δπηιέγνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α  ζην γξάθεκα ώζηε λα νξίδνπλ ηελ 

εθαπηνκέλε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο ζε εηδηθέο ζέζεηο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Να παξαθνινπζνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ αξηζκεηηθώλ ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη ησλ δπν παξαγώγσλ. 

 Καηαγξάθνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε έρεη ηα θνίια πάλσ 

ή θάησ θαη λα ηα ζπλδένπλ κε ηελ κνλνηνλία ησλ ηηκώλ ηεο πξώηεο 

παξαγώγνπ θαη ην πξόζεκν ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 1x4.02x3.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο:  

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα παξαηεξνύλ ηε ζρεηηθή ζέζε ηεο εθαπηνκέλεο 

θαζώο θαη ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο. (2) Να παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν 

κεηαβνιήο ηνπ ζεκείνπ Β θαη ηνπ ζεκείνπ Γ. (3) Να ρξεζηκνπνηήζνπλ ηα αξηζκεηηθά 

δεδνκέλα γηα ηηο ηηκέο ησλ δπν παξαγώγσλ ζην Α γηα λα εθθξάζνπλ αξηζκεηηθά θαη 
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ιεθηηθά ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ησλ δπν παξαγώγσλ. (4) Να 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηα παξαπάλσ δεδνκέλα ώζηε λα νξίζνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία 

ε πξώηε παξάγσγνο είλαη αύμνπζα ή θζίλνπζα θαη λα ηα ζπλδέζνπλ κε ην πξόζεκν 

ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ.  Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ε ζρεηηθή 

ζέζε ηεο εθαπηνκέλεο δελ κεηαβάιιεηαη θαζώο ην ζεκείν Α θηλείηαη ζηνλ θακπύιε. 

O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ ηελ κεηαβνιή 

ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο θαη λα ηελ εθθξάζνπλ αιγεβξηθά ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

κνλνηνλία ηεο πξώηεο παξαγώγνπ. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 1x23x1.0)x(f  . Αλακέλεηαη λα 

παξαηεξήζνπλ όηη ε θακπύιε ηεο πξώηεο παξαγώγνπ είλαη δεπηέξνπ βαζκνύ θαη ηεο 

δεύηεξεο παξαγώγνπ πξώηνπ βαζκνύ. Δπίζεο όηη ε ζρεηηθή ζέζε ηεο εθαπηνκέλεο 

κεηαβάιιεηαη θαζώο ην ζεκείν Α θηλείηαη ζηελ θακπύιε. Ζ θακπύιε ζηξέθεη ηα 

θνίια άλσ ζηα δηαζηήκαηα πνπ ε πξώηε παξάγσγνο είλαη αύμνπζα θαη ε δεύηεξε 

παξάγσγνο ζεηηθή. ΢ηξέθεη ηα θνίια θάησ ζηα δηαζηήκαηα πνπ ε πξώηε παξάγσγνο 

είλαη θζίλνπζα θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο αξλεηηθή. Τπάξρεη έλα ζεκείν ζην νπνίν ε 

πξώηε παξάγσγνο είλαη 0 θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο αξλεηηθή. ΢ην ζεκείν απηό ε 

ζπλάξηεζε αιιάδεη θακππιόηεηα θαη νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο. Σα ζεκεία Α ζηα 

νπνία νη δπν εθαπηόκελεο είλαη παξάιιειεο είλαη απηά ζηα νπνία ηα ζεκεία Β θαη Γ 

ηαπηίδνληαη.    

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 1x24x1.0)x(f  .  Αλακέλεηαη λα 

κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α αξγά θαη λα παξαθνινπζνύλ ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην Α, ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο πξώηεο 

παξαγώγνπ ζην Β θαζώο θαη ηε κεηαβνιή ηεο θακπύιεο ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ. 

Αθόκα αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ε ζπλάξηεζε ζηξέθεη ηα θνίια θάησ ζε όιν 

ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.  

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε 23x4x3.0)x(f  .  Καη ζηελ 

πεξίπησζε απηήο ηεο δηεξεύλεζεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο 

παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα 

θαηαιήμνπλ ζε αλάινγα ζπκπεξάζκαηα.  
 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

177 

 

5.3.7  Θέκα 4: Αζύκπηωηεο ζπλάξηεζεο 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  

 
β

α






x

x
xg

2

 

Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο επζείαο d: y=θx+ ι. Δξεπλήζηε, 

γηα πνηέο ηηκέο ησλ θ θαη ι ε επζεία είλαη αζύκπησηε ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ ηεο ζπλάξηεζεο λα δείρλνπλ α=2 θαη β=2.  

Μπνξείηε λα νξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ θ θαη ι ώζηε ε επζεία λα είλαη 

αζύκπησηε ηεο ζπλάξηεζεο; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο; 

2. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ ηεο ζπλάξηεζεο.  

Μπνξείηε λα νξίζεηε ζε θάζε πεξίπησζε ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ θ θαη ι ώζηε ε 

επζεία λα είλαη αζύκπησηε ηεο ζπλάξηεζεο; Τπάξρεη θάπνηνο θαλόλαο πνπ 

αθνξά ηελ εμίζσζε ηεο αζύκπησηεο ζε ζρέζε κε ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ πνπ 

νξίδνπλ ηελ ζπλάξηεζε; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο;  

3. Με ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» επαλαδηαηππώζηε ηνλ ηύπν ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηνλ g(x) = (x³-α)/(x-β). Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα 

δείρλνπλ α=1 θαη β=0. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηηο αζύκπησηεο ηεο ζπλάξηεζεο; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο;  

4. Με ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» επαλαδηαηππώζηε ηνλ ηύπν ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηνλ g(x) = sqrt(x² + α x + β). Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ 

λα δείρλνπλ α=1 θαη β=0.  Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηηο αζύκπησηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο; Έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ε ζπλάξηεζε.  Μπνξείηε λα 

εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να θηλνύλ ηνλ θάζε κεηαβνιέα θαηάιιεια ώζηε λα νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ηε δηεξεύλεζε. 

 Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ θαηαθόξπθν πνπ 

δηέξρεηαη από απηό. 

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη λα παξαθνινπζνύλ πσο κεηαβάιινληαη νη 

απνζηάζεηο ηεο θαηαθόξπθεο ζην Μ από ηελ θακπύιε. 
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 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα κπνξνύλ λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ ηηκώλ ησλ 

κεηαβνιέσλ. 

 Σηο αιιαγέο πνπ ζπκβαίλνπλ θαζώο θηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα h.  

 Σνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ην επζύγξακκν ηκήκα ΒΓ θαζώο θαη ηα 

επζύγξακκα ηκήκαηα ΓΝ1 θαη ΔΝ2. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ απνζηάζεσλ ΒΓ, ΓΝ1 θαη ΔΝ2 θαη 

παξαηεξνύλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπο. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε  
2x

22x
xg




 . Αλακέλεηαη λα θάλνπλ 

ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α πξνο ην  ή ην  θαη λα παξαηεξνύλ ηελ κεηαβνιή 

ηεο απόζηαζεο ΒΓ. (2) Να παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ αξηζκεηηθώλ 

ηηκώλ. (3) Μεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ησλ θ θαη ι ώζηε λα νξίζνπλ ηελ (d) λα είλαη 

αζύκπησηε ηεο f(x). Οη ηηκέο ησλ θ θαη ι πνπ αλακέλεηαη λα βξνπλ είλαη θ=1, ι=2. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο 

απόζηαζεο ΒΓ θαζώο ην Α πιεζηάδεη ηε ζέζε (2, 0) θαη λα εμεγήζνπλ αιγεβξηθά (κε 

ηε βνήζεηα ηνπ νξίνπ) ην ζπκπέξαζκά ηνπο.  

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο κπνξνύλ λα επηιέμνπλ δηάθνξεο ηηκέο γηα ηα α θαη β. Γηα παξάδεηγκα, γηα 

α=3 θαη β=2 αλακέλεηαη λα δηαπξαγκαηεπηνύλ ηελ ζπλάξηεζε  
2x

32x
xg




 . ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ε αζύκπησηε (d) είλαη ε ίδηα ς=x+2.  Ζ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε 

γηα ηελ αζύκπησηε γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ α θαη β ζα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο λα 

δηαηππώλνπλ θαλόλεο όπσο γηα παξάδεηγκα ε ηηκή γηα ην θ είλαη πάληνηε ίζε κε 1. 

Αθόκα, κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ ζηε ζέζε (2,0) θαη κεηαθηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα h 

ώζηε νη ηηκέο ηνπ λα πιεζηάδνπλ ζην 2. Έηζη δηαπηζηώλνπλ όηη ε θαηαθόξπθε 

απόζηαζε είλαη ρ=2. 
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Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε  
x

13x
xg


 . Αλακέλεηαη λα 

κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α αξγά θαη λα παξαθνινπζνύλ ηελ κεηαβνιή ηεο απόζηαζεο 

ΑΒ. Πξνθαλώο ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ε απόζηαζε ΑΒ κεγαιώλεη δηαξθώο όζν ην 

ζεκείν Α πιεζηάδεη ζην 0. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε ζα ηνπνζεηήζνπλ ην ζεκείν Μ ζηε 

ζέζε (0,0) θαη ζα κεηαθηλνύλ ηνλ κεηαβνιέα h ώζηε νη ηηκέο ηνπ λα πιεζηάδνπλ ζην 0. 

Έηζη, αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ε επζεία ρ=0 είλαη αζύκπησηε. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε   x2xxg  . Αλακέλεηαη λα 

κεηαθηλήζνπλ ην ζεκείν Α αξγά θαη λα παξαθνινπζνύλ ηελ κεηαβνιή ηεο απόζηαζεο 

ΑΒ. Πξνθαλώο ζα παξαηεξήζνπλ ηελ ύπαξμε δπν πιάγησλ αζύκπησησλ. Καη ζηελ 

πεξίπησζε απηήο ηεο δηεξεύλεζεο νη καζεηέο αλακέλεηαη λα θαηαιήμνπλ ζε αλάινγα 

αιγεβξηθά ζπκπεξάζκαηα θαη λα βξνπλ όηη νη αζύκπησηεο είλαη (d): y=x+1/2 θαη (d): 

y=-x-1/2. Αλακέλεηαη λα επηιέμνπλ γηα ηελ παξάκεηξν λ ηηο ηηκέο 4, 5, -1, -2, -3, θ.ά. 
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5.4  ΢ΕΝΑΡΙΟ 12 : Οι εθαπμογέρ ηος διαθοπικού λογιζμού 

 

 

 

5.4.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα εθαξκόζνπλ ηηο εκπεηξίεο πνπ απέθηεζαλ 

από ηηο δηεξεπλήζεηο πνπ έθαλαλ ζηα πξνεγνύκελα ζελάξηα ηνπο δηαθνξηθνύ 

ινγηζκνύ ζηε δηεξεύλεζε ζπγθεθξηκέλσλ πξνβιεκάησλ. ΢πγθεθξηκέλα εκπιέθνληαη 

ζε δηεξεπλήζεηο παξαηήξεζεο, έθθξαζεο θαη αιγεβξηθήο δηαπξαγκάηεπζεο 

κεηαβνιώλ πνπ ζπκβαίλνπλ θαηά ηε δηαρείξηζε κνληέισλ θαη γξαθηθώλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ζπλαξηήζεσλ πνπ αλαθέξνληαη ζε πξνβιήκαηα. 

5.4.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ εθαξκνγή ησλ ελλνηώλ ηνπ δηαθνξηθνύ 

ινγηζκνύ γηα ηε ιύζε πξνβιεκάησλ κεγηζηνπνίεζεο θαη ειαρηζηνπνίεζεο  ησλ 

ηηκώλ δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηνλ ηξόπν πνπ ζπλδένληαη ηα πνηνηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο κε ηελ ιύζε πξνβιεκάησλ 

ζρεηηθώλ κε κεηαβνιέο ησλ ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο.  

 Να κειεηνύλ θαη λα εθθξάζνπλ πνηνηηθά θαη αιγεβξηθά ηελ ύπαξμε κεγίζησλ θαη 

ειαρίζησλ ηεο ζπλάξηεζεο.  

5.4.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 
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όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλα ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηε δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο παξάγσγν κηαο αξρηθήο ζπλάξηεζεο, ηελ παξαηήξεζε, 

έθθξαζε θαη αιγεβξηθή έθθξαζε θαη δηεξεύλεζε ηεο ζπλάξηεζεο παξάγσγν, ζε 

ζρέζε κε ηελ ζύλδεζε ησλ πνηνηηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. Σα 

εξγαιεία πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο 

καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπλ ηελ ύπαξμε κεγίζησλ - ειαρίζησλ, 

 λα δηεξεπλήζνπλ ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α ζην νπνίν παξνπζηάδεη ε ζπλάξηεζε 

κέγηζην ή ειάρηζην,  

 λα ιύλνπλ πξνβιήκαηα αιγεβξηθνύ πξνζδηνξηζκνύ ηεο παξαγώγνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο γηα λα ππνινγίζνπλ ην 

κέγηζην ή ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο, 

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 
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ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ ηεο ηνκήο ελόο θαλαιηνύ παξνρήο 

λεξνύ θαη αλαδεηνύλ ηε γσλία ζηελ νπνία ε παξνρή είλαη κέγηζηε. ΢ηε δεύηεξε, νη 

καζεηέο αλαδεηνύλ ηελ ειάρηζηε απόζηαζε ζεκείνπ από ηε ζπλάξηεζε   xxf  . 

΢ηελ ηξίηε, δηεξεπλάηαη ε ύπαξμε ηεο ειάρηζηεο δηαθνξάο ησλ ηηκώλ κεηαμύ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ xe)x(f  θαη x)x(g α .  ΢ηελ ηέηαξηε, κειεηάηαη ε κεηαβνιή ηεο 

ζπγθέληξσζεο ελόο θαξκάθνπ ζην αίκα ελόο αζζελνύο ζε ζρέζε κε ηνλ ρξόλν πνπ 

πέξαζε από ηε ζηηγκή ηεο ρνξήγεζήο ηνπ.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σε ζρέζε ηεο κνξθήο ηεο θακπύιεο θαη ηεο κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ ηεο.  

 Σελ ζηελή ζρέζε ηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο κε ηελ ύπαξμε κέγηζηεο ή 

ειάρηζηεο ηηκήο. 

 Σε ζηελή ζρέζε ηεο κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο θακπύιεο κε ηελ ύπαξμε 

κέγηζηεο ή ειάρηζηεο ηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.   

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Σν θαλάιη παξνρήο 

λεξνύ 
ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

κεγηζηνπνίεζε ηεο παξνρήο λεξνύ 

από έλα θαλάιη. 

Δξγαζία 2 

Απόζηαζε ζεκείνπ 

από θακπύιε 

ζπλάξηεζεο 

ΟΛΟΗ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

απόζηαζε ζεκείνπ από θακπύιε 

ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 3 

Διάρηζηε ηηκή ηεο 

δηαθνξάο δπν 

ζπλαξηήζεσλ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ειάρηζηε ηηκή ηεο δηαθνξάο δπν 

ζπλαξηήζεσλ. 

Δξγαζία 4 

Ζ κέγηζηε ηηκή 

ζπγθέληξσζεο ελόο 

θαξκάθνπ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 
Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο ζπγθέληξσζεο 

ελόο θαξκάθνπ. 
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5.4.4  Θέκα 1:  Σν θαλάιη παξνρήο λεξνύ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε θάζεηε 

ηνκή ελόο θαλαιηνύ παξνρήο λεξνύ. Δπίζεο έρεη ζρεδηαζηεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 

ησλ ζεκείσλ πνπ έρνπλ ηεηκεκέλε ην άλνηγκα ηεο γσλίαο α θαη ηεηαγκέλε ην 1/4 

ηνπ εκβαδνύ ηεο ηνκήο ηνπ θαλαιηνύ. Μπνξείηε λα θηλείηε ην ζεκείν Γ γηα λα 

κεηαβάιιεηε ηε γσλία θαη ην ζεκείν Β γηα λα κεηαβάιιεηε ην κήθνο ησλ ηξηώλ 

πιεπξώλ ηνπ. Δξεπλήζηε ηελ ζρέζε κεηαμύ ηεο γσλίαο θαη ηνπ εκβαδνύ γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ κήθνπο ησλ ηξηώλ πιεπξώλ ηνπ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ην εκβαδόλ ηνπ θαλαιηνύ θαζώο 

κεηαβάιιεηαη ε γσλία α; Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ ζρέζε απηήο ηεο 

ζπκκεηαβνιήο;  

2. Μπνξείηε λα βξείηε γηα πνηα ηηκήο ηεο γσλίαο ην εκβαδόλ γίλεηαη κέγηζην; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε θαη αιγεβξηθά ηε δηαδηθαζία εύξεζεο;  

3. ΢ηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=(x - 10)²+(x-10)+0. Μπνξείηε λα επαλαδηαηππώζεηε ηνλ 

ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ώζηε λα ηαηξηάδεη αθξηβώο κε ηελ θακπύιε ηνπ 

γεσκεηξηθνύ ηόπνπ; 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη γηα άιιεο ηηκέο ησλ πιεπξώλ 

ηεο ηνκήο. Ση κεηαβάιιεηαη θαζώο θηλείηε ην ζεκείν Β; Μπνξείηε λα ειέγμεηε θαη 

λα επηβεβαηώζηε αιγεβξηθά ηνλ ηύπν πνπ βξήθαηε; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε γηα ηνλ ηξόπν πνπ πξνζδηνξίζαηε ηε 

ζπλάξηεζε f(x) ώζηε λα ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε πνπ νξίδεη ην ζεκείν Μ. 

Δπηβεβαηώζηε αιγεβξηθά ηελ ηαύηηζε. ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε ηνλ ξόιν ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ζηε κειέηε θαηλνκέλσλ ηεο θαζεκεξηλόηεηαο θαη ησλ επηζηεκώλ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ ώζηε λα κεηαβάιινπλ ην ζρήκα ηεο 

θάζεηεο ηνκήο ηνπ θαλαιηνύ.  

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή « «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» » πξνθεηκέλνπ λα 

νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  
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 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο ηεο ηνκήο ΑΒΓΓ. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ νξίδεηαη από ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α, Β 

θαη Γ. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηα κεγέζε θαη ην εκβαδόλ ηεο θάζεηεο ηνκήο. 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x).  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ην εκβαδόλ ηεο ηνκήο. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο 

ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Γ. (2) Παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν Μ 

ζηελ θακπύιε ηνπ εκβαδνύ. (3) Δπηιέγνπλ ηελ ζπλάξηεζε f(x) θαη ηελ εληνιή « 

«Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» » θαη ζηε ζπλέρεηα πιεθηξνινγνύλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο 

ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα ηαπηίδεηαη κε ηελ θακπύιε ηνπ εκβαδνύ. O εθπαηδεπηηθόο 

πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ην εκβαδόλ ηεο ηνκήο 

ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο α θαη λα βξνπλ έηζη ηελ θαηάιιειε εμίζσζε γηα ηελ 

ζπλάξηεζε f(x). Αθόκα πξέπεη λα επηζηήζεη ηελ πξνζνρή ηνπο ζηελ πεξηγξαθή ηεο 

κνξθήο ηεο θακπύιεο, θαζώο δελ είλαη παξαβνιή αιιά κέξνο κηαο ηξηγσλνκεηξηθήο 

θακπύιεο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ε γσλία γηα ηελ νπνία έρνπλ κέγηζην 

εκβαδόλ είλαη 60
ν
. Ζ ζρέζε ηεο ζπκκεηαβνιήο είλαη ηξηγσλνκεηξηθή θαη εθθξάδεηαη 

από ηε ζρέζε Δ=4εκα*(1+ζπλα) 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα πιεθηξνινγήζνπλ ζηε ζέζε ηεο f(x) είλαη 

f(x)=4*sin(x)*(1+cos(x)). 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο κεηαβάιινπλ ην ζεκείν Β, 

κεηαβάιιεηαη ην κέγηζην αιιά δελ αιιάδεη ε κνξθή ηεο θακπύιεο. Ο εθπαηδεπηηθόο 

κπνξεί λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα δηαηππώζνπλ ηνλ γεληθό ηύπν ηεο εμίζσζεο 

πνπ ππνινγίδεη ην εκβαδόλ ηεο ηνκήο. 
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5.4.5 Θέκα 2: Απόζηαζε ζεκείνπ από θακπύιε ζπλάξηεζεο 

Σηελ παξαθάησ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = sqrt(x). Αθόκα έρνπλ ζρεδηαζηεί έλα ζεκείν Μ ζηελ θακπύιε 

ηεο ζπλάξηεζεο θαη έλα ζεκείν Α εθηόο απηήο. Αθόκα έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γεσκεηξηθνί ηόπνη ησλ ζεκείσλ πνπ νξίδνληαη από ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Μ θαη ηελ 

απόζηαζε d ησλ Α θαη Μ θαζώο θαη από ηελ ηεηαγκέλε ηνπ Μ θαη ηελ απόζηαζε 

d ησλ Α θαη Μ. Δξεπλήζηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο απόζηαζεο d όηαλ ην Μ 

θηλείηαη ζηελ θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο.. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε d θαζώο θηλείηε ην 

ζεκείν Μ πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ ζρέζε ηεο ζπκκεηαβνιήο;  

2. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε d ζπλαξηήζεη ηεο 

ηεηκεκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ; ΢ε πνηά ζέζε ε απόζηαζε d είλαη ειάρηζηε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε θαη αιγεβξηθά ηελ ζρέζε ησλ δπν κεηαβιεηώλ θαη λα 

επαλαδηαηππώζεηε ηνλ ηύπν ηεο g(x) ώζηε λα ηαπηίδεηαη κε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν 

ηνπ ζεκείνπ Λ; 

3. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε d ζπλαξηήζεη ηεο 

ηεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ; ΢ε πνηά ζέζε ε απόζηαζε δ είλαη ειάρηζηε; 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε θαη αιγεβξηθά ηελ ζρέζε ησλ δπν κεηαβιεηώλ θαη λα 

επαλαδηαηππώζεηε ηνλ ηύπν ηεο g(x) ώζηε λα ηαπηίδεηαη κε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν 

ηνπ ζεκείνπ Κ; 

4. Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη γηα άιιεο ζέζεηο ηνπ ζεκείνπ Α. 

Πώο κεηαβάιιεηαη ε ειάρηζηε απόζηαζε θαζώο κεηαβάιιεηε ηε ζέζε ηνπ 

ζεκείνπ Α;  

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζηε αιγεβξηθά ηνλ ηύπν πνπ βξήθαηε; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε γηα ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε 

ζπλαξηήζεη ηεο ηεηκεκέλεο θαη ηεο ηεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ. Δθθξάζηε ηελ 

αιγεβξηθή κέζνδν πνπ αθνινπζήζαηε γηα λα πξνζδηνξίζεηε ηε ζπλάξηεζε ηεο 

απόζηαζεο ζηηο δπν πεξηπηώζεηο θαζώο θαη έλα γεληθό ηξόπν εύξεζεο ηεο 

ζπκκεηαβνιήο δπν πνζνηήησλ αιγεβξηθά θαη γξαθηθά. ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε ηνλ ξόιν 

ησλ ζπλαξηήζεσλ ζηε κειέηε θαηλνκέλσλ ηεο θαζεκεξηλόηεηαο θαη ησλ επηζηεκώλ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ ώζηε λα κεηαβάιινπλ ηελ απόζηαζε d.  

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή « «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» » πξνθεηκέλνπ λα 

νξίζνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ζύκθσλα κε ηελ δηεξεύλεζε. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα: 

 Σε κνξθή ησλ δπν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ C1 θαη C2. 

 Σελ κεηαβνιή ηεο απόζηαζεο ΑΜ. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Σελ αξηζκεηηθή κεηαβνιή ηεο απόζηαζεο ΑΜ 

 Σελ κεηαβνιή ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ Μ, Κ θαη Λ. 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο g(x).  

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ απόζηαζε ΑΜ ηνπ Α από ην ζεκείν Μ ηεο 

ζπλάξηεζεο x)x(f  . Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Μ. (2) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ην 

επζύγξακκν ηκήκα ΑΜ. (3) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη νη αξηζκεηηθή ηηκή 

ηεο απόζηαζεο d. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηζηήζεη ηελ πξνζνρή ησλ καζεηώλ 

ζηελ πεξηγξαθή ηεο κεηαβνιήο θαζώο θαη ζηνλ ηξόπν έθθξαζεο ηεο κεηαβνιήο κε ηε 

βνήζεηα ηεο αιγεβξηθήο δηαηύπσζεο. Γειαδή ζα πξέπεη νη καζεηέο λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηνλ ηύπν ηεο απόζηαζεο    2A
2

Axxd ψψ  γηα λα 

εθθξάζνπλ αιγεβξηθά ηελ απόζηαζε θαη ζηε ζπλέρεηα λα ηελ εθθξάζνπλ σο 

ζπλάξηεζε ηνπ x ή ηνπ ς. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο (1) αλακέλεηαη λα παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν Μ ζηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο. (2) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιινληαη ην ζεκείν Λ πνπ 

νξίδεη ηνλ  γ. ηόπν C1. (3) Να επηιέγνπλ ηελ ζπλάξηεζε g(x) θαη ηελ εληνιή « 

«Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» » θαη ζηε ζπλέρεηα πιεθηξνινγνύλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο 

ώζηε ην γξάθεκά ηεο λα ηαπηίδεηαη κε θάζε κηα από ηηο θακπύιεο ησλ γεσκεηξηθώλ 

ηόπσλ. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηζηήζεη ηελ πξνζνρή ησλ καζεηώλ ζηελ 

πεξηγξαθή ηεο κνξθήο ηεο θακπύιεο, θαζώο δελ είλαη παξαβνιή αιιά θακπύιε 

άξξεηεο ζπλάξηεζεο. Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ε ζρέζε ηεο 

ζπκκεηαβνιήο ησλ d θαη x(M) είλαη ε   41x10x72xxg  θαη πσο αλ ηελ 

πιεθηξνινγήζνπλ ζηε ζέζε ηεο g(x) ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζα ηαπηίδεηαη κε ηελ 

θακπύιε C1. H ειάρηζηε απόζηαζε είλαη 2.92. 
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Διερεύνηση 3  

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα πιεθηξνινγήζνπλ ζηε ζέζε ηεο g(x) ηελ εμίζσζε 

  41x102x74xxg  . 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο κεηαβάιινπλ ην ζεκείν Α, 

κεηαβάιιεηαη ην κέγηζην ηεο απόζηαζεο αιιά δελ αιιάδνπλ κνξθή νη δπν θακπύιεο. 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο ην ζεκείν απνκαθξύλεηαη πξνο ηηο ζεηηθέο 

ηηκέο ηνπ άμνλα ησλ ς ην ειάρηζην κεγαιώλεη. Αθόκα όηαλ απνκαθξύλεηαη ην Α πξνο 

ηηο αξλεηηθέο ηηκέο ην ειάρηζην κεγαιώλεη θαη πάιη. Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα δηαηππώζνπλ ηνλ γεληθό ηύπν ηεο απόζηαζεο d 

ζπλαξηήζεη ηνπ ρΜ θαη ζπλαξηήζεη ηνπ ςΜ. 
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5.4.6  Θέκα 3: Διάρηζηε ηηκή ηεο δηαθνξάο δπν ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=exp(x), ηεο ζπλάξηεζεο g(x)=α*x 

θαη ηεο δηαθνξάο ηνπο h(x) = f(x)-g(x). Αθόκα έρνπλ ζρεδηαζηεί, ε εθαπηνκέλε 

ηεο f(x) ζην ζεκείν Α, ε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη είλαη θάζεηε ζηελ ρρ' 

θαζώο θαη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο κε κε ηηο δπν 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο. Δξεπλήζηε γηα ηελ ζρέζε ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ θαζώο 

θαη γηα ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηεο απόζηαζεο ΑΒ θαζώο κεηαβάιιεηε είηε ην 

ζεκείν Α είηε ηελ ηηκή ηνπ α. 

Γηεξεπλήζεηο 

1. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε ΑΒ θαζώο θηλείηε ην 

ζεκείν Α πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x); 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά ηελ ζρέζε ηεο ζπκκεηαβνιήο;  

2. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε AB ζπλαξηήζεη ηεο 

ηεηκεκέλεο ηνπ ζεκείνπ A; ΢ε πνηά ζέζε ε απόζηαζε είλαη ειάρηζηε; Ση ζρέζε 

έρεη ε εθαπηνκέλε ζηε ζέζε κε ηελ ειάρηζηε ηηκή κε ηελ ζπλάξηεζε g(x); 

Μπνξείηε λα εθθξάζεηε θαη αιγεβξηθά ηελ απόζηαζε ησλ δπν ζεκείσλ; 

3. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιιεηαη ε απόζηαζε ΑΒ θαζώο κεηαβάιιεηε 

ηνλ ζπληειεζηή α; ΢ε πνηά ζέζε ε απόζηαζε ΑΒ είλαη ειάρηζηε; 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο; 

4. Μπνξείηε γηα ηε κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ α πνπ βξήθαηε ζηε πξνεγνύκελε 

δηεξεύλεζε λα βξείηε ηε ζέζε πνπ ε απόζηαζε ΑΒ είλαη ειάρηζηε. Πνηα είλαη ε 

ζρέζε ηεο ζπλάξηεζεο g(x) κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο f(x) ζην ζεκείν απηό; 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε γηα ηελ ειάρηζηε απόζηαζε κεηαμύ ησλ δπν 

ζπλαξηήζεσλ θαζώο θαη γηα ηνλ ηξόπν εύξεζεο απηήο αιγεβξηθά. ΢πδεηήζηε ζηε 

ηάμε γηα ηελ κέγηζηε ηηκή ηνπ α ώζηε ε ειάρηζηε απόζηαζε ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ λα 

είλαη 0 θαζώο θαη γηα ην γεγνλόο όηη απηή κνηάδεη λα είλαη πξνζέγγηζε ηνπ e. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν A.  

 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα α. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ ηξηώλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ. 
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 Σελ κεηαβνιή ηεο απόζηαζεο ΑΒ. 

 Σελ κεηαβνιή ηεο εθαπηνκέλεο ηεο f(x) ζην Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Σελ αξηζκεηηθή κεηαβνιή ηεο απόζηαζεο ΑΒ 

 Σελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ απόζηαζε ΑΒ ησλ ηεηαγκέλσλ ησλ δπν 

ζπλαξηήζεσλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ ίδηα ηεηκεκέλε. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο 

ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Α. (2) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ην 

επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ. (3) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε αξηζκεηηθή ηηκή ηεο 

απόζηαζεο ΑΒ. (4) Να παξαηεξνύλ ηε κνξθή ηεο θακπύιεο h(x). O εθπαηδεπηηθόο 

πξέπεη λα επηζηήζεη ηελ πξνζνρή ησλ καζεηώλ ζηελ πεξηγξαθή ηεο κεηαβνιήο θαζώο 

θαη ζηνλ ηξόπν έθθξαζεο ηεο κεηαβνιήο κε ηε βνήζεηα ηεο αιγεβξηθήο δηαηύπσζεο. 

Γειαδή ζα πξέπεη νη καζεηέο λα εθθξάζνπλ ηελ απόζηαζε x*xeAB α θαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηε κνξθή ηεο θακπύιεο h(x) γηα λα πεξηγξάςνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο 

απόζηαζεο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξνύλ ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηεο απόζηαζεο ΑΒ 

θαζώο θαη ηε ζρέζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α κε ηε ζπλάξηεζε g(x). 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζηε ζέζε ηνπ Α πνπ ε απόζηαζε ΑΒ είλαη 

ειάρηζηε, ε εθαπηνκέλε θαη ε επζεία g(x) είλαη παξάιιειεο. Ζ δηαπίζησζε απηή  

πξέπεη λα απνδεηρζεί θαη αιγεβξηθά, ππνινγίδνληαο ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο h(x) 

θαη ηελ εθαπηνκέλε ηεο f(x) ζην ζεκείν απηό. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη όηαλ απμάλνπλ ηελ ηηκή ηνπ α 

κεηώλεηαη ε ειάρηζηε απόζηαζε. Τπάξρνπλ ηηκέο ηνπ α ζηηο νπνίεο ε απόζηαζε 

γίλεηαη 0. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ Α είλαη πεξίπνπ 2,71. Απηό 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζηελ εηθαζία όηη ε ηηκή είλαη ίζε κε e ε νπνία πξέπεη λα 

επηβεβαησζεί θαη αιγεβξηθά. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ε ειάρηζηε 

απόζηαζε είλαη 0 θαη όηη ε g(x) θαη ε εθαπηνκέλε ηαπηίδνληαη. Ζ απόδεημε πξέπεη λα 

γίλεη θαη αιγεβξηθά ππνινγίδνληαο ην ειάρηζην ηεο h(x) θαη ηελ εύξεζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν απηό. 
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5.4.7 Θέκα 4: Η κέγηζηε ηηκή ζπγθέληξωζεο ελόο θαξκάθνπ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f(x) =αx/(1+(x/β)²), [0, 100] ε νπνία πεξηγξάθεη ηελ 

ζπγθέληξσζε f(x) ελόο θαξκάθνπ ζην αίκα ελόο αζζελνύο κεηά από ρξόλν x ώξεο 

όηαλ ηνπ ρνξεγήζεθε ηελ ρξνληθή ζηηγκή x=0.  

Δξεπλήζηε, γηα ηε κέγηζηε ηηκή ζπγθέληξσζεο ζην αίκα ηνπ αζζελνύο ζε ζρέζε 

κε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ α θαη β. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε α= 4 θαη β =3. Μπνξείηε λα πεξηγξάςεηε πώο κεηαβάιινληαη νη ηηκέο 

ηεο ζπλάξηεζεο f(x); Πόηε έρνπκε κέγηζηε ηηκή ζπγθέληξσζεο; 

Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε αιγεβξηθά ηελ κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο; 

2. Με δεδνκέλν όηη ε ηηκή ηνπ β είλαη 3 πώο πξέπεη λα νξίζεηε ηελ ηηκή ηνπ α ώζηε 

ε κέγηζηε ζπγθέληξσζε λα επηηπγράλεηαη αθξηβώο κεηά από 3 ώξεο θαη λα είλαη 9 

κνλάδεο Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Πώο πξέπεη λα νξίζηε ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ α θαη β ώζηε ε κέγηζηε 

ζπγθέληξσζε ηνπ θαξκάθνπ λα επηηπγράλεηαη αθξηβώο κεηά από 3 ώξεο θαη 

ηαπηόρξνλα ε ηηκή ηεο λα είλαη 6 κνλάδεο;  Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Πώο πξέπεη λα νξίζηε ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ α θαη β ώζηε ε κέγηζηε 

ζπγθέληξσζε ηνπ θαξκάθνπ λα επηηπγράλεηαη αθξηβώο κεηά από 6 ώξεο θαη 

ηαπηόρξνλα ε ηηκή ηεο λα είλαη 15 κνλάδεο; 

΢ύκθσλα κε ηηο θιηληθέο κειέηεο ε σθειηκόηεηα ηνπ θαξκάθνπ εμαζθαιίδεηαη 

όηαλ ε ηηκή ηεο ζπγθέληξσζήο ηνπ ζην αίκα λα είλαη ηνπιάρηζηνλ 12 κνλάδεο θαη 

ζην ρξνληθό απηό δηάζηεκα δελ ρνξεγείηαη άιιν θάξκαθν. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ην παξάζπξν σθειηκόηεηαο ηνπ θαξκάθνπ ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ζέινπκε λα έρνπκε κέγηζηε ηηκή 12 κνλάδεο κεηά από 5 ώξεο;  Μπνξείηε λα 

επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηελ ηάμε γηα ηνλ ηξόπν πνπ νη ζπληειεζηέο θαζνξίδνπλ 

κηα ζπγθεθξηκέλε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο.  

΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ ρξεζηκόηεηα ηεο κειέηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ ζηελ 

αληηκεηώπηζε ηεο επηζηεκνληθήο έξεπλαο. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου  

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν A.  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. 

 Σελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο ζην Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Σελ αξηζκεηηθή κεηαβνιή ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζεκείνπ Α. 

 Σελ αξηζκεηηθή κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ ζπλάξηεζε    100,0x,
2

3

x
1

x4
xf 











 . Αλακέλεηαη 

λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Α. (2) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε ηεηαγκέλε 

ηνπ Α. (3) Να παξαηεξνύλ πώο κεηαβάιιεηαη ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην Α. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα επηζηήζεη ηελ πξνζνρή ησλ καζεηώλ ζηελ πεξηγξαθή ηεο 

κεηαβνιήο θαζώο θαη ζηνλ ηξόπν έθθξαζεο ηεο κεηαβνιήο κε ηε βνήζεηα ηεο 

αιγεβξηθήο δηαηύπσζεο. Γειαδή ζα πξέπεη νη καζεηέο λα εθθξάζνπλ πόηε απμάλνπλ 

θαη πόηε κεηώλνληαη νη ηηκέο ηεο θαη βέβαηα λα βξνπλ ηε ζέζε ηνπ Α ζηελ νπνία ε 

ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη κέγηζην. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ηηκή α=6 ώζηε ε κέγηζηε ζπγθέληξσζε λα 

ζπκβεί κεηά από 3 ώξεο θαη λα είλαη 9 κνλάδεο. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ηηκή α=1 θαη β=-3 ώζηε ε κέγηζηε ζπγθέληξσζε 

λα ζπκβεί κεηά από 3 ώξεο θαη λα είλαη 6. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ηηκή α=4,8 θαη β=5 ώζηε ε κέγηζηε 

ζπγθέληξσζε λα ζπκβεί κεηά από 6 ώξεο θαη λα είλαη 15. 

Ο εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα επηβεβαηώζνπλ θαη 

αιγεβξηθά θάζε απάληεζή ηνπο ζηηο δηεξεπλήζεηο πνπ ζα θάλνπλ. 

 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

193 

 

6 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 - Οινθιεξώκαηα 

6.1  ΢ΕΝΑΡΙΟ 13 : Αόπιζηο ολοκλήπωμα ζςνάπηηζηρ 

 

 

 

6.1.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα βξνπλ ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε κηαο 

δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο θαη λα εθαξκόζνπλ ηηο εκπεηξίεο πνπ απέθηεζαλ από ηηο 

δηεξεπλήζεηο πνπ έθαλαλ ζηα πξνεγνύκελα ζελάξηα ηνπο δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ. 

΢πγθεθξηκέλα εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο παξαηήξεζεο, έθθξαζεο θαη αιγεβξηθήο 

δηαπξαγκάηεπζεο κε ηε βνήζεηα κεηαβνιέσλ νη νπνίνη νξίδνπλ δπν ζπλαξηήζεεηο f(x) 

θαη F(x), ώζηε ε δεύηεξε λα είλαη αξρηθή ηεο πξώηεο. 

6.1.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηνπ αόξηζηνπ 

νινθιεξώκαηνο κηαο ζπλάξηεζεο.  

 Να δηαηππώζνπλ θαλόλεο ππνινγηζκνύ ηνπ αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο. 

6.1.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηε  ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 
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βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηε δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηελ 

έλλνηα ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο θαη ηνπ ανξίζηνπ νινθιεξώκαηνο. Σα εξγαιεία πνπ 

έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνθεηκέλνπ ε παξάγσγνο ηεο κηαο λα ηαπηίδεηαη κε ηελ  άιιε, 

 λα δηεξεπλήζνπλ πνηεο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ νξίδνπλ ηε δεηνύκελε 

ζπλάξηεζε,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο πνιπσλπκηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ. ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ αόξηζηνπ 

νινθιεξώκαηνο ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ. ΢ηελ ηξίηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο εθζεηηθώλ 
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ζπλαξηήζεσλ.  ΢ηελ ηέηαξηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ 

αόξηζηνπ νινθιεξώκαηνο άξξεησλ ζπλαξηήζεσλ.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σε ζρέζε ηεο κνξθήο ηεο θακπύιεο ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ.  

 Σε ζηελή ζρέζε ησλ ζπληειεζηώλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.   

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

Σν αόξηζην 

νινθιήξσκα 

πνιπσλπκηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ύπαξμε αξρηθήο ζπλάξηεζεο 

(αόξηζην νινθιήξσκα) κηαο 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 2 

Σν αόξηζην 

νινθιήξσκα 

ηξηγσλνκεηξηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ύπαξμε αξρηθήο ζπλάξηεζεο 

(αόξηζην νινθιήξσκα) κηαο 

ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 3 

Σν αόξηζην 

νινθιήξσκα 

εθζεηηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ύπαξμε αξρηθήο ζπλάξηεζεο 

(αόξηζην νινθιήξσκα) κηαο 

εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο. 

Δξγαζία 4 

Σν αόξηζην 

νινθιήξσκα 

άξξεησλ 

ζπλαξηήζεσλ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ύπαξμε αξρηθήο ζπλάξηεζεο 

(αόξηζην νινθιήξσκα) κηαο 

άξξεηεο ζπλάξηεζεο. 
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6.1.4 Θέκα 1:  Σν αόξηζην νινθιήξωκα πνιπωλπκηθώλ 
ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x)=x
3
+x+1 (F(x)=1*x^3+(-1)*x+1), ε εθαπηνκέλε 

ζε έλα ζεκείν ηεο Α θαη έλα ζεκείν Β κε ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ A θαη 

ηεηαγκέλε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f(x)=αx^λ+β. Μπνξείηε λα νξίζεηε ηελ F(x) ώζηε ε θακπύιε ηνπ 

ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β ηαπηίδεηαη κε ηελ πξνθαζνξηζκέλε f(x) (δειαδή ε F(x) 

είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x)); 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1, β=-2 θαη λ=2. Μπνξείηε λα 

επαλαπξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε ην ζεκείν Β λα θηλείηαη πάλσ 

ζηελ f(x) θαζώο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν Α (δειαδή ε παξάγσγνο ηεο F(x) λα 

είλαη ε f(x) ή ε F(x) λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x)); Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-1, β=4 θαη λ=2. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηε ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=0.4, β=-1 θαη λ=3. Μπνξείηε 

λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β θαη λ. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); Τπάξρεη 

θάπνηνο θαλόλαο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο F(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

 Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία ηνπ (αληίζηξνθνπ) 

πξνζδηνξηζκνύ κηαο ζπλάξηεζεο ώζηε λα έρεη δεδνκέλε παξάγσγν. ΢πλδέζεηε ηελ 

δηαδηθαζία απηή κε ην γξάθεκα ηνπ ζεκείνπ Β. ΢πδεηήζηε γηα ην γεγνλόο όηη ππάξρεη 

πιήζνο αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο.  Μπνξείηε λα 

επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηo ζεκείν Α θαη λα παξαθνινπζνύλ ηε κεηαβνιή ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζην Α θαη ηνπ ζεκείνπ Β.  

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ίρλνο on” γηα λα αθήλεη ίρλνο ην ζεκείν Β. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ γξαθεκάησλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Β. 

 Σε κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x). 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x) ώζηε λα ηαηξηάδεη 

αθξηβώο κε ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο 

ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ην ζεκείν Β θαη κε δεμί θιηθ λα εκθαλίζνπλ ηνλ θαηάινγν εληνιώλ 

θαη από εθεί λα επηιέμνπλ ηελ εληνιή “Ίρλνο ελεξγό”. (2) Να επηιέμνπλ ηηο ηηκέο γηα 

ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β θαη λ. (3) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Α θαη λα 

παξαθνινπζνύλ ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ Β. (4) Να κεηαθηλνύλ νξίδνπλ ηνπο 

ζπληειεζηέο ηεο F(x) ώζηε λα επηιέμνπλ ηελ θαηάιιειε ζπλάξηεζε. Αλακέλεηαη λα 

βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)=0,33x
3
-2x. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο 

καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f(x) θαη αιγεβξηθά. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)=-0,33x
3
-4x 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)=-0,1x
4
-x 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηηο εμήο ζρέζεηο: (1) ζπληειεζηήο ηνπ x
3
=α/(λ+1) (2) 

ζπληειεζηήο ηνπ x=β θαη (3) ζηαζεξόο= νπνηνζδήπνηε.  
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6.1.5  Θέκα 2:  Σν αόξηζην νινθιήξωκα ηξηγωλνκεηξηθώλ 
ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x)=θ*cos(ι*x)+κ [F(x)=θζπλ(ιρ)+κ], ε 

εθαπηνκέλε ζε έλα ζεκείν ηεο Α θαη έλα ζεκείν Β κε ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε 

ηνπ A θαη ηεηαγκέλε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f(x)=α*sin(β*x) [f(x)=αεκ(βx)]. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε 

πόηε ε F(x) είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2 θαη β=1. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-2 θαη β=-1 θαη επαλαιάβαηε 

ηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε πεξηζζόηεξεο από 

κηα ζπλαξηήζεηο F(x) αξρηθέο ηεο f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2 θαη β=1 θαη ζηε ζέζε ηεο 

κεηαβιεηήο x ηελ κεηαβιεηή π/2-x επηιέγνληαο ηελ εληνιή Δπαλαπξνζδηνξηζκόο 

θαη πιεθηξνινγώληαο f(x)=α*sin(β*(π/2-x)). ΢ηε ζπλέρεηα επαλαιάβαηε ηελ 

πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα. Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε πεξηζζόηεξεο από κηα 

ζπλαξηήζεηο F(x) αξρηθέο ηεο f(x); Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ 

απάληεζή ζαο;  

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α θαη β. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); Τπάξρεη 

θάπνηνο θαλόλαο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο F(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

 Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ κηαο 

ζπλάξηεζεο ώζηε λα έρεη δεδνκέλε παξάγσγν ηελ f(x). ΢πλδέζεηε ηελ δηαδηθαζία 

απηή κε ην γξάθεκα ηνπ ζεκείνπ Β.  ΢πδεηήζηε γηα ην γεγνλόο όηη ππάξρεη πιήζνο 

αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο. Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηo ζεκείν Α θαη λα παξαθνινπζνύλ ηε κεηαβνιή ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζην Α θαη ηνπ ζεκείνπ Β.  

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ίρλνο ελεξγό” γηα λα αθήλεη ίρλνο ην ζεκείν 

Β. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ γξαθεκάησλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Β. 

 Σε κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x). 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x) ώζηε λα ηαηξηάδεη 

αθξηβώο κε ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο 

ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ην ζεκείν Β θαη κε δεμί θιηθ λα εκθαλίζνπλ ηνλ θαηάινγν εληνιώλ 

θαη από εθεί λα επηιέμνπλ ηελ εληνιή “Ίρλνο ελεξγό”. (2) Να επηιέμνπλ ηηο ηηκέο γηα 

ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α θαη β. (3) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Α θαη λα 

παξαθνινπζνύλ ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ Β. (4) Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ 

κεηαβνιέσλ θ, ι θαη κ ώζηε λα επηιέμνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x). Αλακέλεηαη λα 

πξνζπαζήζνπλ λα βξνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο ρσξίο λα αιιάμνπλ ηνλ ηύπν ηεο 

ζπλάξηεζεο. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε ζα πξέπεη λα πιεθηξνινγήζνπλ ηνλ ηύπν 

F(x)=θ*sin(ι(π/2-x))+κ θαη ζηε ζπλέρεηα λα επηιέμνπλ ηηο θαηάιιειεο ηηκέο γηα ηνπο 

ζπληειεζηέο θ, ι θαη κ. Έηζη αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε αξρηθή ζπλάξηεζε είλαη ε  

F(x)=-2ζπλx. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ππνινγίζνπλ 

ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f(x) θαη αιγεβξηθά. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)= 2ζπλ(-π/2+x). 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)= 2εκx +κ γηα θάζε 

ηηκή ηνπ κ. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηηο εμήο ζρέζεηο: (1) θ=α/(λ+1) (2) β=ι θαη (2) 

κ=λ+1. Γηα απνθπγή πηζαλώλ  παξεξκελεηώλ ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα ηνλίζεη ζηνπο 

καζεηέο όηη ε ζρέζε ησλ ζπληειεζηώλ  β θαη ι είλαη αλάινγε κε απηή ησλ α θαη θ κε 

ηελ  έλλνηα όηη ν ζπληειεζηήο ι πξνθύπηεη από ηε δηαίξεζε ηνπ ζπληειεζηή β κε ηνλ 

εθζέηε ηνπ x ηνπ όξνπ ηνπ ι.  
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6.1.6  Θέκα 3:  Σν αόξηζην νινθιήξωκα εθζεηηθώλ ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x)=α*β^(ξ*x)+γ [F(x)=αβ
ξx

+γ], ε εθαπηνκέλε ζε 

έλα ζεκείν ηεο Α θαη έλα ζεκείν Β κε ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ A θαη 

ηεηαγκέλε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f(x)=θ*ln(ι)*κ^(λ*x) [f(x)=θ(logι)κ
λx

]. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε 

πόηε ε F(x) είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=1, ι=2, κ=2 θαη λ=1. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο 

f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=2, ι=1.5, κ=1.5 θαη λ=1. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο 

f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ θ=0.4, ι=2, κ=2 θαη λ=-2. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο 

f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ θ, ι, κ θαη λ. Μπνξείηε 

λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); Τπάξρεη 

θάπνηνο θαλόλαο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο F(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο F(x) ώζηε λα έρεη δεδνκέλε παξάγσγν ηελ f(x). ΢πλδέζεηε ηελ 

δηαδηθαζία απηή κε ην γξάθεκα ηνπ ζεκείνπ Β. ΢πδεηήζηε γηα ην γεγνλόο όηη ππάξρεη 

πιήζνο αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο.  Δπηβεβαηώζηε αιγεβξηθά 

ηελ απάληεζή ζαο; 

 ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηo ζεκείν Α θαη λα παξαθνινπζνύλ ηε κεηαβνιή ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζην Α θαη ηνπ ζεκείνπ Β.  

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ίρλνο on” γηα λα αθήλεη ίρλνο ην ζεκείν Β. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ γξαθεκάησλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Β. 

 Σε κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x). 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x) ώζηε λα ηαηξηάδεη 

αθξηβώο κε ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο 

ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ην ζεκείν Β θαη κε δεμί θιηθ λα εκθαλίζνπλ ηνλ θαηάινγν εληνιώλ 

θαη από εθεί λα επηιέμνπλ ηελ εληνιή “Ίρλνο ελεξγό”. (2) Να επηιέμνπλ ηηο ηηκέο γηα 

ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β θαη γ. (3) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκεία Α θαη λα 

παξαθνινπζνύλ ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ Β. (4) Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ 

κεηαβνιέσλ θ, ι θαη κ ώζηε λα επηιέμνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x). Αλακέλεηαη λα 

πξνζπαζήζνπλ λα βξνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο επηιέγνληαο ηηκέο γηα ην α ίδηα κε 

ηελ ηηκή ηνπ θ θαη γηα ην β ηελ ηηκή ησλ ι θαη κ. Έηζη αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε 

αξρηθή ζπλάξηεζε είλαη ε  F(x)=2
ρ
. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο 

καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f(x) θαη αιγεβξηθά. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)= 2(1,5)
ρ
. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x)= 2εκx +κ γηα θάζε 

ηηκή ηνπ κ. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηηο εμήο ζρέζεηο: (1) θ=αξ (2) β=ι=κ θαη (3) ξ=λ. Ο 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα επηβεβαηώζνπλ θαη αιγεβξηθά 

ηελ ζρέζε ησλ ζπληειεζηώλ. Έηζη, αλ ε δεδνκέλε ζπλάξηεζε είλαη f(x)=θln(ι)κ
(λx)

 ε 

αξρηθή ηεο είλαη F(x)=θ/ξ(κ)
(λx)

. 
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6.1.7  Θέκα 4:  Σν αόξηζην νινθιήξωκα άξξεηωλ ζπλαξηήζεωλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x)=θ*x²*sqrt(x)+ιx+κ, ε εθαπηνκέλε ζε έλα 

ζεκείν ηεο Α θαη έλα ζεκείν Β κε ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ A θα ηεηαγκέλε 

ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο. Αθόκα έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

f(x)=α*x*sqrt(x)+β. Μπνξείηε λα εξεπλήζεηε πόηε ε F(x) είλαη κηα αξρηθή ηεο 

f(x); 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=1 θαη β=2. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-5 θαη β=2. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-2 θαη β=0.6. Αθόκα 

επαλαδηαηππώζηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζε f(x)=α*x*sqrt(abs(x))+β. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο 

f(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Δπηιέμηε δηάθνξεο ηηκέο γηα ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α θαη β. Μπνξείηε λα 

πξνζδηνξίζεηε ηελ ζπλάξηεζε F(x) ώζηε λα είλαη κηα αξρηθή ηεο f(x); Τπάξρεη 

θάπνηνο θαλόλαο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο F(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο F(x) ώζηε λα έρεη δεδνκέλε παξάγσγν ηελ f(x). ΢πλδέζεηε ηελ 

δηαδηθαζία απηή κε ην γξάθεκα ηνπ ζεκείνπ Β. ΢πδεηήζηε γηα ην γεγνλόο όηη ππάξρεη 

πιήζνο αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο.  Δπηβεβαηώζηε αιγεβξηθά 

ηελ απάληεζή ζαο;  

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηo ζεκείν Α θαη λα παξαθνινπζνύλ ηε κεηαβνιή ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ζην Α θαη ηνπ ζεκείνπ Β.  

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ίρλνο on” γηα λα αθήλεη ίρλνο ην ζεκείν Β. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ γξαθεκάησλ ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ. 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ ζεκείνπ Β. 

 Σε κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ. 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Σελ αιγεβξηθή εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x). 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο F(x) ώζηε λα ηαηξηάδεη 

αθξηβώο κε ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ ζεκείνπ Β. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο 

ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ην ζεκείν Β θαη κε δεμί θιηθ λα εκθαλίζνπλ ηνλ θαηάινγν εληνιώλ 

θαη από εθεί λα επηιέμνπλ ηελ εληνιή “Ίρλνο ελεξγό”. (2) Να επηιέμνπλ ηηο ηηκέο γηα 

ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α θαη β. (3) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Α θαη λα 

παξαθνινπζνύλ ηελ θακπύιε ηνπ ίρλνπο ηνπ Β. (4) Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ 

κεηαβνιέσλ θ, ι θαη κ ώζηε λα επηιέμνπλ ηελ ζπλάξηεζε F(x). Αλακέλεηαη λα 

πξνζπαζήζνπλ λα βξνπλ ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο επηιέγνληαο ηηκέο γηα ην α ίδηα κε 

ηελ ηηκή ηνπ θ θαη γηα ην β ηελ ηηκή ησλ ι θαη κ. Έηζη αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε 

αξρηθή ζπλάξηεζε είλαη ε  μ x2x2x4,0)x(F . O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη 

από ηνπο καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f(x) θαη αιγεβξηθά. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε μ x2x2x2)x(F  γηα 

θάζε ηηκή ηνπ κ.  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο πξέπεη λα αλακέλεηαη λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε μ x6.0x2x8.0)x(F  

γηα θάζε ηηκή ηνπ κ. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ ηηο εμήο ζρέζεηο: (1) θ=2α/5 θαη (2) β=ι. Ο 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα επηβεβαηώζνπλ θαη αιγεβξηθά 

ηελ ζρέζε ησλ ζπληειεζηώλ. Έηζη, αλ ε δεδνκέλε ζπλάξηεζε είλαη βα  xx)x(f  ε 

αξρηθή ηεο είλαη μλ
α

 xx2x
5

2
)x(F . 
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6.2  ΢ΕΝΑΡΙΟ 14 : Μέηπηζη εμβαδού σωπίος 

 

 

 

6.2.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα ππνινγίζνπλ ην εκβαδόλ ρσξίνπ πνπ 

νξίδεηαη από ηηο επζείεο x=xA, x=xB, y=f(x) θαη ηνλ άμνλα xx΄ θαη λα βξνπλ ηελ 

ζπλάξηεζε ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν κε ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε xB θαη 

ηεηαγκέλε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ, όηαλ ε επζεία x=xA είλαη ζην ζέζε x=0. 

΢πγθεθξηκέλα εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο παξαηήξεζεο, έθθξαζεο θαη αιγεβξηθήο 

δηαπξαγκάηεπζεο κε ηε βνήζεηα κεηαβνιέσλ νη νπνίεο νξίδνπλ δπν ζπλαξηήζεσλ f(x) 

θαη g(x), ώζηε ε δεύηεξε λα ππνινγίδεη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ (δειαδή λα είλαη 

αξρηθή ηεο πξώηεο). 

6.2.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηεο κέηξεζεο εκβαδνύ ρσξίνπ 

κε ηε κέζνδν ηεο πξνζέγγηζεο κε νξζνγώληα (κέζνδνο «εμάληιεζεο»). 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ηνπ εκβαδνύ 

ρσξίνπ.  

 Να ζπλδέζνπλ ηνλ ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ θάησ από κηα ζπλάξηεζε κε 

ηελ αξρηθή ηεο ζπλάξηεζε . 

6.2.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 
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όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ  ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηε δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηηο ζπλαξηήζεηο x=xA, x=xB, xx΄ 

θαη y=f(x) θαη ηε ζύλδεζή ηνπ κε ην αόξηζην νινθιήξσκα. Σα εξγαιεία πνπ έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό θαιύηεξεο πξνζέγγηζεο ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ, 

 λα δηεξεπλήζνπλ πνηεο ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ νξίδνπλ ηελ δεηνύκελε 

ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ πνπ νξίδεηαη από πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε. ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ζηελ νπνία αλήθεη ην εκβαδόλ ρσξίνπ κε θάησ άθξν ην 0, ηνλ άμνλα ρρ’ θαη κηα 
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πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε. ΢ηελ ηξίηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ην εκβαδόλ ρσξίνπ κε θάησ άθξν ην 0, ηνλ άμνλα ρρ’ 

θαη κηα ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε.  ΢ηελ ηέηαξηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη 

ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ην εκβαδόλ ρσξίνπ κε θάησ άθξν ην 0, 

ηνλ άμνλα ρρ’ θαη κηα άξξεηε ζπλάξηεζε.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σελ δπλαηόηεηα πξνζέγγηζεο ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ κε νξζνγώληα πνπ έρνπλ 

βάζε ηα ίζα ηκήκαηα ζηα νπνία δηαηξείηαη ην ηκήκα (xA, xB) θαη ύςνο ηελ 

πιεπξά ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ ηειεηώλεη ζηελ ζπλάξηεζε. 

 Σε ζρέζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από κηα ζπλάξηεζε, ηνλ 

άμνλα ρρ’ θαη ηηο επζείεο x=xA, x=xB κε ηελ αξρηθή ηεο ζπλάξηεζε.  

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.   

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

Ζ κέηξεζε ηνπ εκβαδνύ 

ρσξίνπ θάησ από 

πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηε 

κέηξεζε ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ 

νξίδνπλ ε πνιπσλπκηθή 

ζπλάξηεζε θαη νη επζείεο x=xA, 

x=xB θαη ς=0 

Δξγαζία 2 

Ζ ζπλάξηεζε 


x

f(t)dt)x(F

α

 πνπ 

νξίδνπλ πνιπσλπκηθέο 

ζπλαξηήζεηο. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ζπλάξηεζε πνπ νξίδεη ην εκβαδόλ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδνπλ ε 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε θαη νη 

επζείεο x=xA, x=xB θαη ς=0 όηαλ 

νη  x=xA θαη x=xB
 
κεηαβάιινληαη. 

Δξγαζία 3 

Ζ ζπλάξηεζε 


x

f(t)dt)x(F

α

  πνπ 

νξίδνπλ 

ηξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ζπλάξηεζε πνπ νξίδεη ην εκβαδόλ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδνπλ νη 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο θαη 

νη επζείεο x=xA, x=xB θαη ς=0 

όηαλ νη  x=xA θαη x=xB
 

κεηαβάιινληαη. 

Δξγαζία 4 

Ζ ζπλάξηεζε 


x

f(t)dt)x(F

α

πνπ νξίδνπλ 

άξξεηεο ζπλαξηήζεηο. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ζπλάξηεζε πνπ νξίδεη ην εκβαδόλ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδνπλ νη 

άξξεηεο  ζπλαξηήζεηο θαη νη 

επζείεο x=xA, x=xB θαη ς=0 όηαλ 

νη  x=xA θαη x=xB
 
κεηαβάιινληαη. 
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6.2.4 Θέκα 1: Η κέηξεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ θάηω από 
πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=0.4*x² θαη νη επζείεο (ε1): x=xA θαη (ε2): x=xΒ 

πνπ δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α θαη Β. Με ηελ ρξήζε ηνπ κεηαβνιέα n κπνξείηε 

λα ρσξίδεηε ην ρσξίν πνπ πξνζδηνξίδεηαη από ηηο επζείεο x=xA, x=xB, y=f(x) θαη 

ηνλ άμνλα ρρ' ζε n νξζνγώληα ίζνπ πιάηνπο. Έλα ζεκείν Μ νξίδεηαη λα έρεη 

ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ B θαη ηεηαγκέλε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ 

νξζνγσλίσλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην ρσξίν.  Δξεπλήζηε πόηε ην άζξνηζκα ησλ 

εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πξνζεγγίδεη ηθαλνπνηεηηθά ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=2; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=2, ην ζεκείν Α λα είλαη ζηε 

ζέζε (0,0) θαη ην Β ζηε ζέζε ζην (2,0) ρξεζηκνπνηώληαο θαη ην "Κάησ άζξνηζκα" 

θαη ην "Άλσ άζξνηζκα";  

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε ηα ζεκεία Α θαη Β λα είλαη ζηηο ζέζεηο (0,0) θαη (3,0) αληίζηνηρα. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ην πιήζνο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ πξέπεη λα ρσξηζηεί 

ην ρσξίν ώζηε ην ζεκείν Β λα αλήθεη ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

F(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο κεηαζρεκαηίδνληαο ηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο κε ην πνληίθη ζαο είηε επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηνλ ηύπν 

ηεο κε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο». Πξνζδηνξίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

κεηαθηλώληαο ην ζεκείν Β ελώ ην ζεκείν Α λα είλαη ζηε ζέζε (0,0). 

Πώο ζπλδέεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ ζπλάξηεζε θαη ηελ θακπύιε ζηελ 

νπνία αλήθεη ην ζεκείν Μ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή 

ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ ζπλάξηεζε f(x) θαη ηηο επζείεο ρ=ρΑ, ρ=ρΒ θαη 

ηνλ άμνλα ρρ'. ΢πδεηήζηε ηελ αληίζηνηρε αιγεβξηθή δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ. 

 ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηελ ζπλάξηεζε 

f(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίδνπλ ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB.  

 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα n. 
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 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “«Γείμε ην αληηθείκελν» γηα λα εκθαλίζεη ή λα 

θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Σε κεηαβνιή ηνπ πιήζνπο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ νξίδεηαη από ηελ 

κεηαβνιή ηνπ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xA θαη xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξίδεηαη κε ηελ δεκηνπξγία ησλ 

νξζνγσλίσλ πνπ ρσξίδνπλ ην ρσξίν. 

 Καηαγξάθνπλ ηε δηαθνξά ησλ ηηκώλ ησλ πάλσ θαη θάησ εκβαδώλ ηα 

νπνία πξνζεγγίδνπλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Να επηιέμνπλ ηελ εκθάληζε 

ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ηνπ ρσξίνπ θαη ζηε ζπλέρεηα απηώλ πνπ 

ππεξέρνπλ. (3) Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα απμάλνληαο αλά έλα ηηο 

ηηκέο ηνπ. (4) Να παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ εκβαδώλ «Άλσ άζξνηζκα», «Κάησ 

άζξνηζκα» θαη ηε «Γηαθνξά ησλ δπν αζξνηζκάησλ». Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ 

όηη θαζώο απμάλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα ε δηαθνξά ησλ δπν εκβαδώλ ηείλεη ζην 0. 

O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Καη ζ’ απηή ηε δηεξεύλεζε νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ 

ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή 

ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. Ζ εξκελεία πνπ αλακέλεηαη λα δώζνπλ είλαη όηη ηα δπν 

εκβαδά «Άλσ άζξνηζκα» θαη «Κάησ άζξνηζκα» ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππεξέρνπλ θαη 

απηώλ πνπ ππνιείπνληαη ηείλνπλ λα είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο θαη ίζα κε ην εκβαδόλ ηνπ 

ρσξίνπ. Μάιηζηα, ε ηηκή πνπ αλακέλεηαη λα βξνπλ σο εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ είλαη 

αξηζκόο αλάκεζα ζηνπο 1,07 θαη 1,08. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο 
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καζεηέο λα ππνινγίζνπλ ηελ ηηκή θάζε εκβαδνύ θαη ηεο δηαθνξάο ηνπο θαη αιγεβξηθά 

ζεσξώληαο ην n λα ηείλεη ζην άπεηξν 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα ζεσξήζνπλ ηθαλνπνηεηηθή ηελ αθξίβεηα όηαλ ε δηαθνξά 

ησλ δπν εκβαδώλ δελ κεηώλεηαη πεξαηηέξσ. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην δεηνύκελν 

εκβαδόλ είλαη αλάκεζα ζηηο ηηκέο 3.58 θαη 3.62. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δπίζεο, όηαλ απνκαθξύλεηαη ην Β από ην Α ην εκβαδόλ 

ηνπ ρσξίνπ κεγαιώλεη.  
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6.2.5  Θέκα 2: Η ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ πνπ νξίδνπλ 
πνιπωλπκηθέο ζπλαξηήζεηο. 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=θx^κ, νη επζείεο x=xA θαη x=xΒ πνπ δηέξρνληαη 

από ηα ζεκεία Α θαη Β θαζώο θαη ε ζπλάξηεζε g(x)=αx^λ+β. Με ηελ ρξήζε ηνπ 

κεηαβνιέα n κπνξείηε λα ρσξίδεηε ην ρσξίν πνπ πξνζδηνξίδεηαη από ηηο επζείεο 

x=xA, x=xB, y=f(x) θαη ηνλ άμνλα ρρ' ζε n νξζνγώληα ίζνπ πιάηνπο. Έλα ζεκείν Μ 

νξίδεηαη λα έρεη ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ B θαη ηεηαγκέλε ην άζξνηζκα ησλ 

εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην ρσξίν. 

Δξεπλήζηε πόηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πξνζεγγίδεη 

ηθαλνπνηεηηθά ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ θαζώο θαη πώο πξέπεη λα νξηζηεί ε 

ζπλάξηεζε g(x) ώζηε ην Μ λα αλήθεη ζ' απηή. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε α=0.3 θαη θ=2. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=2.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Δπηιέμηε α=- 0.3 θαη θ=2. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=2.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε α= 0.4 θαη θ=3. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=2.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο κεηαζρεκαηίδνληαο ηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) επηιέγνληαο δηάθνξεο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο θ 

θαη κ. ΢ε θάζε πεξίπησζε ππνινγίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

ηελ ζπλάξηεζε f(x) ηηο επζείεο x=0 θαη x=xB θαη ηνλ άμνλα ρ'ρ. 

Πώο ζπλδέεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ ζπλάξηεζε g(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ ζπλάξηεζε f(x) θαη ηηο επζείεο ρ=ρΑ, ρ=ρΒ θαη 

ηνλ άμνλα ρρ'. ΢πδεηήζηε ηελ αληίζηνηρε αιγεβξηθή δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίδνπλ ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB.  
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 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή «Γείμε ην αληηθείκελν» γηα λα εκθαλίζεη ή λα 

θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή «Ηδηόηεηεο» γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) θαη ηεο g(x). 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Σελ γξακκή πνπ γξάθεη ην ζεκείν Μ. 

 Σε κεηαβνιή ηνπ πιήζνπο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ νξίδεηαη από ηελ 

κεηαβνιή ηνπ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xA θαη xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξίδεηαη κε ηελ δεκηνπξγία ησλ 

νξζνγσλίσλ πνπ ρσξίδνπλ ην ρσξίν. 

 Καηαγξάθνπλ ηε δηαθνξά ησλ ηηκώλ ησλ πάλσ θαη θάησ εκβαδώλ ηα 

νπνία πξνζεγγίδνπλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν 

Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Να επηιέμνπλ ηελ εκθάληζε 

ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ηνπ ρσξίνπ θαη απηώλ πνπ ππεξέρνπλ. (3) Να 

κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα απμάλνληαο αλά έλα ηηο ηηκέο ηνπ. (4) Να 

παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ εκβαδώλ «Άλσ άζξνηζκα», «Κάησ άζξνηζκα» θαη ηε 

«Γηαθνξά ησλ δπν αζξνηζκάησλ». (5) Να παξαηεξνύλ ηελ  ζέζε  ηνπ ζεκείνπ Β. (6) 

Να επηιέγνπλ ηηο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην Μ λα 

αλήθεη ζηελ g(x). Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο απμάλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ 

κεηαβνιέα ε δηαθνξά ησλ δπν εκβαδώλ ηείλεη ζην 0 θαη όηη θαζώο κεηαθηλνύλ ην 

ζεκείν Β ην Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε g(x)=0.1x
3
. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 
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Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε g(x)=-

0.1x
3
. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε g(x)=-

0.1x
4
. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δπίζεο, όηη ην Μ αλήθεη ζηε g(x) όηαλ απηή έρεη 

ζπληειεζηέο θαη εθζέηε α=θ/λ, β=0 θαη λ=κ+1.  



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

214 

 

6.2.6  Θέκα 3: Η ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ πνπ νξίδνπλ 
ηξηγωλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο. 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=θ*sin(κ*x), νη επζείεο x=xA θαη x=xΒ πνπ 

δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α θαη Β θαζώο θαη ε ζπλάξηεζε g(x)=αx^λ+β. Με ηελ 

ρξήζε ηνπ κεηαβνιέα n κπνξείηε λα ρσξίδεηε ην ρσξίν πνπ πξνζδηνξίδεηαη από 

ηηο επζείεο x=xA, x=xB, y=f(x) θαη ηνλ άμνλα ρρ' ζε n νξζνγώληα ίζνπ πιάηνπο. 

Έλα ζεκείν Μ νξίδεηαη λα έρεη ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ B θαη ηεηαγκέλε ην 

άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην ρσξίν. 

Δξεπλήζηε πόηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πξνζεγγίδεη 

ηθαλνπνηεηηθά ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ θαζώο θαη πώο πξέπεη λα νξηζηεί ε 

ζπλάξηεζε g(x) ώζηε ην Μ λα αλήθεη ζ' απηή. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε θ=2 θαη κ=1. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=π/2.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Δπηιέμηε θ=-1 θαη κ=-2. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=π/2.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε θ=2 θαη κ=2. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=π. 

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο κεηαζρεκαηίδνληαο ηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) επηιέγνληαο δηάθνξεο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο θ 

θαη κ. ΢ε θάζε πεξίπησζε ππνινγίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

ηελ ζπλάξηεζε f(x) ηηο επζείεο x=0 θαη x=xB θαη ηνλ άμνλα ρ'ρ. 

Πώο ζπλδέεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ ζπλάξηεζε g(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ ζπλάξηεζε f(x) θαη ηηο επζείεο ρ=ρΑ, ρ=ρΒ θαη 

ηνλ άμνλα ρρ'. ΢πδεηήζηε ηελ αληίζηνηρε αιγεβξηθή δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίδνπλ ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB.  



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

215 

 

 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηα θνπκπηά ή ηελ εληνιή “«Γείμε ην αληηθείκελν» γηα λα 

εκθαλίζεη ή λα θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) θαη ηεο g(x). 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Σελ γξακκή πνπ γξάθεη ην ζεκείν Μ. 

 Σε κεηαβνιή ηνπ πιήζνπο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ νξίδεηαη από ηελ 

κεηαβνιή ηνπ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xA θαη xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξίδεηαη κε ηελ δεκηνπξγία ησλ 

νξζνγσλίσλ πνπ ρσξίδνπλ ην ρσξίν. 

 Καηαγξάθνπλ ηε δηαθνξά ησλ ηηκώλ ησλ πάλσ θαη θάησ εκβαδώλ ηα 

νπνία πξνζεγγίδνπλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν 

Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Να επηιέμνπλ ηελ εκθάληζε 

ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ηνπ ρσξίνπ θαη απηώλ πνπ ππεξέρνπλ. (3) Να 

κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα απμάλνληαο αλά έλα ηηο ηηκέο ηνπ. (4) Να 

παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ εκβαδώλ «Άλσ άζξνηζκα», «Κάησ άζξνηζκα» θαη ηε 

«Γηαθνξά ησλ δπν αζξνηζκάησλ». (5) Να παξαηεξνύλ ηελ  ζέζε  ηνπ ζεκείνπ Β. (6) 

Να επηιέγνπλ ηηο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην Μ λα 

αλήθεη ζηελ g(x). Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο απμάλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ 

κεηαβνιέα ε δηαθνξά ησλ δπν εκβαδώλ ηείλεη ζην 0 θαη όηη θαζώο κεηαθηλνύλ ην 

ζεκείν Β ην Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε g(x)=2(1-cos(x)). O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 
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Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 

g(x)=1/2(1-cos(2x)). 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε g(x)=1-

cos(2x). 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δπίζεο, όηη ην Μ αλήθεη ζηε g(x)=-θ/κ(1-ζπλ(2x)).  
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6.2.7  Θέκα 4: Η ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ πνπ νξίδνπλ 
άξξεηεο ζπλαξηήζεηο. 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=θ*sqrt(κ*x)), νη επζείεο x=xA θαη x=xΒ πνπ 

δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α θαη Β θαζώο θαη ε ζπλάξηεζε g(x)=αx^γ+β. Με ηελ 

ρξήζε ηνπ κεηαβνιέα n κπνξείηε λα ρσξίδεηε ην ρσξίν πνπ πξνζδηνξίδεηαη από 

ηηο επζείεο x=xA, x=xB, y=f(x) θαη ηνλ άμνλα ρρ' ζε n νξζνγώληα ίζνπ πιάηνπο. 

Έλα ζεκείν Μ νξίδεηαη λα έρεη ηεηκεκέλε ηελ ηεηκεκέλε ηνπ B θαη ηεηαγκέλε ην 

άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην ρσξίν. 

Δξεπλήζηε πόηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πξνζεγγίδεη 

ηθαλνπνηεηηθά ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ θαζώο θαη πώο πξέπεη λα νξηζηεί ε 

ζπλάξηεζε g(x) ώζηε ην Μ λα αλήθεη ζ' απηή. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε θ=1 θαη κ=1. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=3.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

2. Δπηιέμηε θ=0.5 θαη κ=3. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=3.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

3. Δπηιέμηε θ=-0.5 θαη κ=3. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=3.  

Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ g(x) ώζηε ην ζεκείν Μ λα αλήθεη ζ' απηή θαζώο 

θηλείηε ην ζεκείν Β;  

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο κεηαζρεκαηίδνληαο ηελ 

θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) επηιέγνληαο δηάθνξεο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο θ 

θαη κ. ΢ε θάζε πεξίπησζε ππνινγίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

ηελ ζπλάξηεζε f(x) ηηο επζείεο x=0 θαη x=xB θαη ηνλ άμνλα ρ'ρ. 

Πώο ζπλδέεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ ζπλάξηεζε g(x); 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

Αλαθεθαιαίσζε: ΢πδεηήζηε ζηε ηάμε γηα ηελ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ ζπλάξηεζε f(x) θαη ηηο επζείεο ρ=ρΑ, ρ=ρΒ θαη 

ηνλ άμνλα ρρ'. ΢πδεηήζηε ηελ αληίζηνηρε αιγεβξηθή δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηνπ 

εκβαδνύ. 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίδνπλ ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB.  
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 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “«Γείμε ην αληηθείκελν» γηα λα εκθαλίζεη ή λα 

θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) θαη ηεο g(x). 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Σελ γξακκή πνπ γξάθεη ην ζεκείν Μ. 

 Σε κεηαβνιή ηνπ πιήζνπο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ νξίδεηαη από ηελ 

κεηαβνιή ηνπ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xA θαη xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξίδεηαη κε ηελ δεκηνπξγία ησλ 

νξζνγσλίσλ πνπ ρσξίδνπλ ην ρσξίν. 

 Καηαγξάθνπλ ηε δηαθνξά ησλ ηηκώλ ησλ πάλσ θαη θάησ εκβαδώλ ηα 

νπνία πξνζεγγίδνπλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν 

Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Να επηιέμνπλ ηελ εκθάληζε 

ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ηνπ ρσξίνπ θαη απηώλ πνπ ππεξέρνπλ. (3) Να 

κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα απμάλνληαο αλά έλα ηηο ηηκέο ηνπ. (4) Να 

παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ εκβαδώλ «Άλσ άζξνηζκα», «Κάησ άζξνηζκα» θαη ηε 

«Γηαθνξά ησλ δπν αζξνηζκάησλ». (5) Να παξαηεξνύλ ηελ  ζέζε  ηνπ ζεκείνπ Β. (6) 

Να επηιέγνπλ ηηο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζπλάξηεζεο g(x) ώζηε ην Μ λα 

αλήθεη ζηελ g(x). Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο απμάλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ 

κεηαβνιέα ε δηαθνξά ησλ δπν εκβαδώλ ηείλεη ζην 0 θαη όηη θαζώο κεηαθηλνύλ ην 

ζεκείν Β ην Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 3x
3

2
)x(g  . O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 
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Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 

3x
3

3
)x(g  . 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 

3x
3

3
)x(g  . 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δπίζεο, όηη ην Μ αλήθεη ζηε 3x
3

2
)x(g

μκ
 .  
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6.2.8  ΢ΔΝΑΡΙΟ 15 : Θεωξήκαηα θαη πξνβιήκαηα νινθιεξωηηθνύ 
ινγηζκνύ 

 

 

 

6.2.9 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο θαινύληαη λα εθαξκόζνπλ ηηο εκπεηξίεο θαη ηηο γλώζεηο 

πνπ απέθηεζαλ από ηελ δηεξεύλεζε ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

ζπλάξηεζε  θαη λα ππνινγίζνπλ ην εκβαδόλ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηηο επζείεο 

x=xA, x=xB, θαη δπν ζπλαξηήζεηο, είηε λα βξνπλ ηελ ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ κεηαμύ 

κηαο ζπλάξηεζεο θα ηεο εθαπηνκέλεο ηεο ζε έλα ζεκείν, είηε λα ππνινγίζνπλ ην 

ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ.  

6.2.10 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ εθαξκνγή ηδηνηήησλ ηνπ 

νινθιεξσηηθνύ ινγηζκνύ ζηε κέηξεζε ηνπ εκβαδνύ (κέζνδνο «εμάληιεζεο»). 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ 

όηαλ κεηαβάιιεηαη ην έλα ηνπ άθξν.  

 Να ζπλδέζνπλ ηνλ ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ θάησ από κηα ζπλάξηεζε κε 

ηελ αξρηθή ηεο ζπλάξηεζε. 

6.2.11 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 
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εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ην 

ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ νινθιεξσηηθνύ δηαγσληζκνύ θαη ηε κέηξεζε ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηηο επζείεο x=xA, x=xB, θαη δπν ζπλαξηήζεηο ή ηελ 

κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από δπν ζπλαξηήζεηο ή κηα 

ζπλάξηεζε θαη ηελ εθαπηνκέλε ηεο ζε έλα ζεκείν. Σα εξγαιεία πνπ έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ 

ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από δπν ζπλαξηήζεηο, 

 λα δηεξεπλήζνπλ πόζεο θαη πνηεο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο νξίδνπλ νξζνγώλην κε 

βάζε ίζε κε ην δηάζηεκα ησλ x=xA, x=xB  πνπ νξίδνπλ ην ρσξίν ώζηε λα έρεη 

εκβαδόλ ίζν κε απηό ηνπ ρσξίνπ,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ην ζεώξεκα ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ νινθιεξσηηθνύ ινγηζκνύ. ΢ηε 

δεύηεξε νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη 
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από ηηο επζείεο  x=xA, x=xB θαη δπν πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο. ΢ηελ ηξίηε νη 

καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ 

νξίδεηαη από ηηο επζείεο  x=xA, x=xB
, 
κηα ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε θαη κηα εθζεηηθή 

ζπλάξηεζε. ΢ηελ ηέηαξηε νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηεο κεηαβνιήο 

ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από κηα άξξεηε ζπλάξηεζε θαη ηελ εθαπηνκέλε 

απηήο ζε έλα ζεκείν.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σελ δπλαηόηεηα πξνζέγγηζεο θαη έθθξαζεο ηεο κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ 

ρσξίνπ κεηαμύ ζπλαξηήζεσλ. 

 Σελ πξνζέγγηζε ηνπ εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από κηα ζπλάξηεζε, ηνλ 

άμνλα ρρ’ θαη ηηο επζείεο x=xA, x=xB κε ην εκβαδόλ ελόο νξζνγσλίνπ.  

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.   

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

Σν ζεώξεκα ηεο κέζεο 

ηηκήο νινθιεξσηηθνύ 

ινγηζκνύ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

έλλνηα ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ θαη ηελ 

αλαπαξάζηαζε απηήο κε ην 

εκβαδόλ ελόο νξζνγσλίνπ. 

Δξγαζία 2 

Σν εκβαδόλ ρσξίνπ 

κεηαμύ δπν 

ζπλαξηήζεσλ. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηνλ 

νξηζκό θαη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

δπν πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο. 

Δξγαζία 3 

Ζ ζπλάξηεζε ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ κεηαμύ 

δπν ζπλαξηήζεσλ. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηνλ 

νξηζκό θαη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

δπν ζπλαξηήζεηο, κηα 

ηξηγσλνκεηξηθή θαη κηα εθζεηηθή. 

Δξγαζία 4 

Σν εκβαδόλ ρσξίνπ πνπ 

νξίδεη κηα ζπλάξηεζε 

θαη ε εθαπηνκέλε ηεο 

ζε έλα ζεκείν. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηνλ 

νξηζκό θαη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από 

κηα ζπλάξηεζε θαη ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο ζε έλα ζεκείν. 
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6.2.12 Θέκα 1: Η κέηξεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ θάηω από 
πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=2*sqrt(x) θαη νη επζείεο x=xA θαη x=xΒ πνπ 

δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α θαη Β. Δπίζεο εκθαλίδεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

πνπ πξνζδηνξίδεηαη από ηηο επζείεο x=xA, x=xB, ηελ θακπύιε ηεο y=f(x) θαη ηνλ 

άμνλα ρρ'. Ο δείθηεο β ελόο κεηαβνιέα επηηξέπεη λα νξίδεηαη έλα νξζνγώλην κε 

βάζε ΑΒ απηήλ ηνπ ρσξίνπ θαη ύςνο ην ηκήκα ΓΓ.  

Δξεπλήζηε γηα ηε ζρέζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ηνπ εκβαδνύ ηνπ 

ρσξίνπ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη επζείεο πνπ νξίδνπλ ην ρσξίν λα είλαη νη x=0 θαη x=4. Μπνξείηε λα 

ππνινγίζεηε πόηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ είλαη 

ίζα; 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Δπηιέμηε νη επζείεο πνπ νξίδνπλ ην ρσξίν λα είλαη νη x=1 θαη x=6. Μπνξείηε λα 

ππνινγίζεηε πόηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ είλαη 

ίζα; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;   

3. Δπηιέμηε κε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο λα είλαη 

f(x)=2*sqrt(abs(x)) θαη νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ ην ρσξίν κλα είλαη νη x=-1θαη 

x=3. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε πόηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ην εκβαδόλ 

ηνπ ρσξίνπ είλαη ίζα; 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο νξίδνληαο θαη άιιεο 

ηηκέο γηα ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB. Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε έλα θαλόλα γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο ζέζεο ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ 

νξίδεηαη από ηηο δπν επζείεο, ηνλ άμνλα ρ΄ρ θαη ηελ ζπλάξηεζε f(x) λα είλαη ίζν 

κε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηελ ζπλάξηεζε 

f(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα β γηα λα νξίζνπλ ην νξζνγώλην κε 

ην νπνίν ζα πξνζεγγίζνπλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Γείμηε ην αληηθείκελν” γηα λα εκθαλίζνπλ ή 

λα θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x). 

 Σν ζρήκα πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα β. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ Γ θαη Γ. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ f(x) 

θαη ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ νξίδεηαη από ηνλ κεηαβνιέα β. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ νξηζκό ηνπ νξζνγσλίνπ ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ λα 

ηαπηίδεηαη κε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ y=f(x) θαη ηηο επζείεο 

x=xA θαη x=xB. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ηνπ δείθηε 

ηνπ κεηαβνιέα. (3) Να παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ εκβαδώλ ηνπ ρσξίνπ θαη ηνπ 

νξζνγσλίνπ. Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζε θάζε ζέζε ησλ Α θαη Β ππάξρεη 

κηα ηηκή γηα ην β ώζηε ηα δπν εκβαδά λα ηαπηίδνληαη. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη απηό 

γίλεηαη όηαλ ε ηηκή ηνπ β γίλεη 2,67. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην ζεκείν Γ έρεη 

ζπληεηαγκέλεο (1,78, 0). O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε δεηνύκελε ηηκή γηα ην β είλαη 3,65 θαη όηη νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ  Γ είλαη (3,33, 0) πεξίπνπ. Ζ αιγεβξηθή ιύζε ζα δώζεη αθξηβέο 

απνηέιεζκα.  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε δεηνύκελε ηηκή γηα ην β είλαη πεξίπνπ 2,99 θαη 

όηη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ  Γ είλαη (2,33, 0) πεξίπνπ. Ζ αιγεβξηθή ιύζε ζα δώζεη 

αθξηβέο απνηέιεζκα. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη λα δηαηππώζνπλ ηνλ θαλόλα, ζε θάζε πεξίπησζε 

ππάξρεη ζεκείν Γ αλάκεζα ζηα Α θαη Β έηζη ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ κε 

βάζε ηελ ΑΒ θαη ύςνο ην ΓΓ είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ.  
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6.2.13 Θέκα 2: Σν εκβαδόλ ρωξίνπ κεηαμύ δπν ζπλαξηήζεωλ. 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x)=0.4*x²+3 θαη g(x)=0.4*x²+1 θαζώο 

θαη νη επζείεο x=xA θαη x=xΒ πνπ δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α θαη Β. Με ηελ 

ρξήζε ηνπ κεηαβνιέα n κπνξείηε λα ρσξίδεηε ην ρσξίν πνπ πξνζδηνξίδεηαη από 

ηηο επζείεο x=xA, x=xB θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ δπν ζπλαξηήζεσλ y=f(x) 

θαη y=g(x). Με ηε βνήζεηα ελόο κεηαβνιέα n κπνξνύκε λα ρσξίζνπκε ην ρσξίν ζε 

νξζνγώληα ίζνπ πιάηνπο. Δξεπλήζηε πόηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ 

νξζνγσλίσλ πξνζεγγίδεη ηθαλνπνηεηηθά ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=0 θαη x=2; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε κε ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

όηαλ νη επζείεο πνπ ην νξίδνπλ είλαη νη x=1 θαη x=4; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε 

αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Με ην πνληίθη ζαο κεηαθηλήζηε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ ώζηε 

νη θνξπθέο ηνπο λα είλαη γηα ηελ f(x) ην ζεκείν (0,4) θαη γηα ηελ g(x) ην ζεκείν 

(0,2). Μπνξείηε λα πξνζδηνξίζεηε ην πιήζνο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ πξέπεη λα 

ρσξηζηεί ην ρσξίν ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ λα πξνζεγγίδεηαη κε 

ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα; 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο κεηαζρεκαηίδνληαο είηε 

κε ην πνληίθη ζαο είηε κε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» ηηο θακπύιεο ησλ 

δπν ζπλαξηήζεσλ. Πξνζδηνξίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κεηαθηλώληαο ηα ζεκεία 

Α θαη Β ζε δηάθνξεο ζέζεηο. Μπνξείηε λα δηαηππώζεηε έλα θαλόλα ζρεηηθό κε ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά 

ηηο απαληήζεηο ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο f(x) θαη g(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίδνπλ ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB.  

 Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Γείμηε ην αληηθείκελν” γηα λα εκθαλίζνπλ ή 

λα θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 
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Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) θαη ηεο ζπλάξηεζεο g(x). 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ηνπ κεηαβνιέα n. 

 Σε κεηαβνιή ηνπ πιήζνπο ησλ νξζνγσλίσλ πνπ νξίδεηαη από ηελ 

κεηαβνιή ηνπ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xA θαη xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ πνπ νξίδεηαη κε ηελ δεκηνπξγία ησλ 

νξζνγσλίσλ πνπ ρσξίδνπλ ην ρσξίν. 

 Καηαγξάθνπλ ηε δηαθνξά ησλ ηηκώλ ησλ πάλσ θαη θάησ εκβαδώλ ηα 

νπνία πξνζεγγίδνπλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Να επηιέμνπλ ηελ εκθάληζε 

ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ηνπ ρσξίνπ θαη ζηε ζπλέρεηα απηώλ πνπ 

ππεξέρνπλ. (3) Να κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε n ηνπ κεηαβνιέα απμάλνληαο αλά έλα ηηο 

ηηκέο ηνπ. (4) Να παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ εκβαδώλ «Άλσ άζξνηζκα», «Κάησ 

άζξνηζκα» θαη ηε «Γηαθνξά ησλ δπν αζξνηζκάησλ» γηα θάζε ζπλάξηεζε. 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο απμάλνπλ ηηο ηηκέο ηνπ κεηαβνιέα ε 

δηαθνξά ησλ δπν εκβαδώλ θαη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο ηείλεη ζην 0. Αλακέλεηαη λα 

βξνπλ όηη νη δπν δηαθνξέο είλαη ίζεο κε 4 κνλάδεο πνπ είλαη θαη ην εκβαδόλ ηνπ 

ρσξίνπ. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη 

αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη νη δπν δηαθνξέο είλαη ίζεο κε 5,99 κνλάδεο πνπ είλαη θαη ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 3 

Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη νη δπν δηαθνξέο είλαη πάιη ίζεο κε 5,99 κνλάδεο πνπ είλαη 

θαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 
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Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δπίζεο, αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ην εκβαδόλ 

πξνθύπηεη από ηελ δηαθνξά ησλ εκβαδώλ ησλ ρσξίσλ πνπ νξίδεη θάζε ζπλάξηεζε. 
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6.2.14  Θέκα 3: Η ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ κεηαμύ δπν 
ζπλαξηήζεωλ. 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=sin(x), ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

g(x)=exp(x) θαη ην ρσξίν πνπ νξίδνπλ νη δπν ζπλαξηήζεηο καδί κε ηηο επζείεο 

x=xA θαη x=xΒ πνπ δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α θαη Β. Τν ζεκείν Μ νξίδεηαη από 

ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Β θαη ηελ απόιπηε ηηκή ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ. 

Δξεπλήζηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ θαζώο κεηαβάιιεηε ηε 

ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Πώο κεηαβάιιεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ ην ζεκείν Α είλαη ζηε ζέζε (0, 0);  

Μπνξείηε λα επηιέμεηε θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε ζέζε ηεο g(x) ώζηε λα 

αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά 

ηελ απάληεζή ζαο;  

2. Πώο κεηαβάιιεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ ην ζεκείν Α είλαη ζηε ζέζε (-2π, 

0);  Μπνξείηε λα επηιέμεηε θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε ζέζε ηεο h(x) ώζηε λα 

αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά 

ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Με ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» επαλαδηαηππώζηε ηελ ζπλάξηεζε f(x) 

ζηελ f(x)= 2*exp(-x)). Πώο κεηαβάιιεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ όηαλ ην ζεκείν 

Α είλαη ζηε ζέζε (0, 0);  Μπνξείηε λα επηιέμεηε θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε ζέζε 

ηεο h(x) ώζηε λα αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ; Μπνξείηε λα 

επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

4. Μπνξείηε λα επαλαιάβεηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο κεηαζρεκαηίδνληαο είηε 

κε ην πνληίθη ζαο είηε κε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» ηηο θακπύιεο ησλ 

δπν ζπλαξηήζεσλ. Πξνζδηνξίζηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ κεηαθηλώληαο ηα ζεκεία 

Α θαη Β ζε δηάθνξεο ζέζεηο.  Μπνξείηε λα επηιέμεηε θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε 

ζέζε ηεο g(x) ώζηε λα αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ; Μπνξείηε λα 

δηαηππώζεηε έλα θαλόλα ζρεηηθό κε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ 

ρσξίνπ; 

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x), g(x) θαη h(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ηα ζεκεία Α θαη Β γηα λα νξίδνπλ ηηο επζείεο x=xA θαη x=xB.  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β, γ πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπλ 

ηελ  ζπλάξηεζε g(x). 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Γείμηε ην αληηθείκελν” γηα λα εκθαλίζνπλ ή 

λα θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 
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 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x), ηεο g(x) θαη ηεο h(x). 

 Σελ γξακκή πνπ γξάθεη ην ζεκείν Μ. 

 Σε κνξθή ηνπ ζρήκαηνο πνπ δεκηνπξγεί από ηηο ηηκέο ησλ α, β θαη γ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ησλ xA θαη xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξίδεηαη κε ηελ ζέζε ησλ xA θαη 

xB. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ην ζεκείν 

Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ κε ηελ κέηξεζε 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ πνπ ππνιείπνληαη ή ππεξέρνπλ ηνπ ρσξίνπ. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Να επηιέμνπλ ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β. (2) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β. (4) 

Να παξαηεξνύλ ηε κνξθή ηεο θακπύιεο πνπ γξάθεη ην Μ. (6) Να επηιέγνπλ ηηο ηηκέο 

γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) ώζηε ην Μ λα αλήθεη ζηελ h(x). 

Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β ην Μ αλήθεη ζηελ 

ζπλάξηεζε h(x)=ζπλ(x)+e
x
-2. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο 

λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ίδηα ζπλάξηεζε 

h(x)=ζπλ(x)+e
x
-2. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 

h(x)=1+ζπλ(x)-2e
(-x)

. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ παξαηεξήζεηο αλάινγεο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηηο 

πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο. Δπίζεο, όηη ην Μ αλήθεη ζε ζπλάξηεζε πνπ 

πξνζδηνξίδεηαη από ηελ απόιπηε ηηκή ηεο δηαθνξάο ησλ αξρηθώλ ζπλαξηήζεσλ ησλ 

f(x) θαη g(x).  
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6.2.15  Θέκα 4: Η ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ ρωξίνπ πνπ 
νξίδνπλ άξξεηεο ζπλαξηήζεηο. 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ηνπ παξαθάησ κηθξόθνζκνπ έρεη ζρεδηαζηεί ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=2*sqrt(x), ε επζεία x=xB πνπ δηέξρεηαη από ηo 

ζεκείν Γ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαη ε εθαπηνκέλε ηεο f(x) 

ζην ζεκείν Γ. Έλα ζεκείν Μ νξίδεηαη κε ζπληεηαγκέλεο ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Β θαη 

ηεηαγκέλε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδνπλ ε f(x), ε εθαπηνκέλε ζην Γ θαη ν 

άμνλαο ςς'. 

Δξεπλήζηε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ θαζώο κεηαβάιιεηαη 

ην ζεκείν Μ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε ην ζεκείν Β λα είλαη ζηε ζέζε (4, 0). Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη 

αιγεβξηθά ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Γ;  

Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη 

από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x), ηνλ άμνλα ςς΄ θαη ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο f(x) ζην ζεκείν Γ; 

2. Μεηαθηλήζηε ην ζεκείν Β. Πώο κεηαβάιιεηαη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ θαζώο 

κεηαθηλείηε ην ζεκείν Β;  Μπνξείηε λα επηιέμεηε θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε ζέζε 

ηεο h(x) ώζηε λα αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ εκβαδνύ; Μπνξείηε λα 

επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο;  

3. Δπηιέμηε ε ζπλάξηεζε f(x) λα έρεη ηύπν f(x)=2*sqrt(abs(x)). Πώο κεηαβάιιεηαη 

ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ θαζώο κεηαθηλείηε ην ζεκείν Μ;  Μπνξείηε λα επηιέμεηε 

θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε ζέζε ηεο h(x) ώζηε λα αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ 

εκβαδνύ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

4. Δπηιέμηε ε ζπλάξηεζε f(x) λα έρεη ηύπν f(x)=x^(3/2). Πώο κεηαβάιιεηαη ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ θαζώο κεηαθηλείηε ην ζεκείν Μ; Μπνξείηε λα επηιέμεηε 

θαηάιιειε ζπλάξηεζε ζηε ζέζε ηεο h(x) ώζηε λα αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηνπ 

εκβαδνύ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

f(x) θαη h(x). 

 Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β γηα λα νξίδνπλ ηεο επζείαο x=xB θαζώο θαη ην 

ζεκείν Γ.  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β, γ πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπλ 

ηελ  ζπλάξηεζε h(x). 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Γείμηε ην αληηθείκελν” γηα λα εκθαλίζεη ή λα 

θξύςνπλ ην θάησ ή ην πάλσ εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ. 
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 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) θαη ηεο h(x). 

 Σελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο f(x) ζην Γ. 

 Σελ γξακκή πνπ γξάθεη ην ζεκείν Μ. 

 Σε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο ηεο h(ρ) πνπ δεκηνπξγεί από ηηο ηηκέο ησλ α, β 

θαη γ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην Γ. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ηηκέο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξίδεηαη κε ηελ ζέζε ηνπ Β θαη 

ηεο εθαπηνκέλεο. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο h(x) ζηελ νπνία αλήθεη ην 

ζεκείν Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ αιγεβξηθή εύξεζε θαη επηβεβαίσζε ηεο εμίζσζεο 

ηεο εθαπηνκέλεο θαη ηνπ εκβαδνύ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ηελ κεηαθίλεζε ηνπ 

ζεκείνπ Β. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ βξνπλ ηελ εμίζσζε y=0.5x+2 θαη εκβαδόλ Δ=4/3. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη (1) Να κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β. (2) Να παξαηεξνύλ ηε κνξθή 

ηεο θακπύιεο πνπ γξάθεη ην Μ. (3) Να επηιέγνπλ ηηο ηηκέο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηεο 

ζπλάξηεζεο h(x) ώζηε ην Μ λα αλήθεη ζηελ h(x). Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη 

θαζώο κεηαθηλνύλ ην ζεκείν Β ην Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε xx
6

1
)x(h  . O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο. 
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Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα εξγαζηνύλ ζηε ζπλάξηεζε 











0x,x2

0x,x2
)x(f θαη λα βξνπλ 

εκβαδόλ  













0x,xx
6

1

0x,xx
6

1

xE . Έηζη ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 

xx
6

1
)x(h  . 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα εξγαζηνύλ ζηε ζπλάξηεζε 0x,3 x)x(f   θαη λα βξνπλ όηη 

ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ ζπλάξηεζε 3 xx
12

1
)x(h   
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7 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 – Μηγαδηθνί αξηζκνί 

7.1 ΢ΕΝΑΡΙΟ 16 : Μιγαδικοί απιθμοί 

 

 

 

7.1.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα 

ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ, κε ην ζύλνιν ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ, κε ην κηγαδηθό 

επίπεδν θαζώο θαη κε ηηο πξάμεηο κεηαμύ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη κε ηε ζρέζε ησλ 

κέηξσλ ηνπο θαη ησλ κέηξσλ ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο ηνπο.  

7.1.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

ζην κηγαδηθό επίπεδν. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηε ζρέζε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη ησλ 

κέηξσλ ηνπο κε ηνπο ζπδπγείο ηνπο.  

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηηο πξάμεηο κεηαμύ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ.  

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηε ζρέζε ησλ κέηξσλ ηνπ αζξνίζκαηνο θαη 

ηεο δηαθνξάο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ κε ην άζξνηζκα θαη ηε δηαθνξά ησλ κέηξσλ 

ηνπο (ηξηγσληθή αληζόηεηα).  
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7.1.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηελ ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηελ δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηε δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνπο 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο, ηηο πξάμεηο ηνπο θαη ηηο ζρέζεηο ησλ κέηξσλ ηνπο κε ηα κέηξα 

ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο ηνπο. Σα εξγαιεία πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζηνπο 

κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό κηγαδηθώλ αξηζκώλ ώζηε λα 

πιεξνύλ επηζπκεηέο ηδηόηεηεο, 

 λα δηεξεπλήζνπλ αλ ηδηόηεηεο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη ησλ κέηξσλ ηνπο 

ηζρύνπλ γεληθά γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό ή γηα κηα θαηεγνξία απηώλ,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 

λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 
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ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ ζην κηγαδηθό επίπεδν 

θαζώο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο ζπκκεηξίεο ηνπο σο πξνο 

ηνπο άμνλεο. ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ 

αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ κέζσ ηεο αλαπαξάζηαζήο 

ηνπο ζην κηγαδηθό επίπεδν. ΢ηε ηξίηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ εύξεζε ηνπ 

γηλνκέλνπ θαη ηνπ πειίθνπ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ κέζσ ηεο αλαπαξάζηαζήο ηνπο 

ζην κηγαδηθό επίπεδν. ΢ηελ ηέηαξηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηε ζρέζε πνπ 

έρνπλ ην άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά ησλ κέηξσλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ κε ην κέηξν 

ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξά  ηνπο.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σελ ζρέζε πνπ έρεη έλαο κηγαδηθόο αξηζκόο κε ηνλ ζπδπγή ηνπ. 

 Σελ ζρέζε πνπ έρνπλ δπν κηγαδηθνί αξηζκνί ζε ζρέζε κε ην άζξνηζκα, ηε 

δηαθνξά, ην γηλόκελν θαη ην πειίθν ηνπο 

 Σε ζρέζε πνπ έρνπλ ηα κέηξα ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο δπν 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ κε απηή ην άζξνηζκα θαη ηε δηαθνξά ησλ κέηξσλ ηνπο. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.   

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 

Οη κηγαδηθνί αξηζκνί 

θαη ην κηγαδηθό 

επίπεδν 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηνλ 

νξηζκό ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

θαη ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ. 

Δξγαζία 2 

Σν άζξνηζκα θαη ε 

δηαθνξά κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ην 

άζξνηζκα θαη ηε δηαθνξά 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 

Δξγαζία 3 
Το γινόμενο και το 

πηλίκο δυο 

μιγαδικών αριθμών. 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ην 

γηλόκελν θαη ην πειίθν ησλ 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 

Δξγαζία 4 

Ζ ηξηγσληθή 

αληζόηεηα ησλ 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ 

ηξηγσληθή αληζόηεηα ησλ 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 
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7.1.4 Θέκα 1: Οη κηγαδηθνί αξηζκνί θαη ην κηγαδηθό επίπεδν 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ν κηγαδηθόο αξηζκόο z ηνπ νπνίνπ ην 

πξαγκαηηθό κέξνο νξίδεηαη από ηνλ κεηαβνιέα α θαη ην θαληαζηηθό από ηνλ 

κεηαβνιέα β. Αθόκα, έρνπλ ζρεδηαζηεί νη κηγαδηθνί αξηζκνί πνπ είλαη 

ζπκκεηξηθνί σο πξνο ηνπο δπν άμνλεο θαη ην θέληξν ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Γηεξεπλήζηε ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ ηεζζάξσλ κηγαδηθνύο αξηζκνύο θαζώο 

κεηαβάιιεηε ηνπο δείθηεο ησλ δπν κεηαβνιέσλ; 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση αιιάδεη ζηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ 

κεηαβνιέα πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ζπληειεζηή α; 

2. Ση αιιάδεη ζηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο όηαλ κεηαβάιιεηε ηνλ θέξζνξα ηνπ 

κεηαβνιέα β; 

3. Ση αιιάδεη ζηα κέηξα ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ όηαλ κεηαβάιιεηε ηηο ηηκέο ζηνπο 

δπν κεηαβνιείο; Τπάξρεη θάπνηα ζρέζε κεηαμύ ησλ κέηξσλ ησλ κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ; 

4. Πνηα ζρέζε έρνπλ νη ηέζζεξηο κηγαδηθνί αξηζκνί θαη ηη ζρέζε έρνπλ ηα κέηξα ηνπο; 

Μπνξείηε λα απνδείμεηε αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ζα; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηνπο κηγαδηθνύο 

αξηζκνύο. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ ηεζζάξσλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

 Σν ζρήκα πνπ δεκηνπξγεί ε ηηκή ησλ κεηαβνιέσλ α θαη β. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνπο ηέζζεξηο 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο. 

 Καηαγξάθνπλ ηελ ζρέζε κεηαμύ ησλ  ηεζζάξσλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 
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Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ νξηζκό ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ θαη ηνλ ζπλδένπλ 

κε ηνλ νξηζκό ηνπ δηαλύζκαηνο ζην αληίζηνηρν θαξηεζηαλό επίπεδν. Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ηνπ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα ώζηε λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο. 

(2) Να παξαηεξνύλ ηηο ηηκέο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ηεζζάξσλ ζεκείσλ Μ, Μ1, Μ2 

θαη Μ3. Αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζε θάζε ζέζε ησλ δεηθηώλ ησλ κεηαβνιέσλ  

ηα ηέζζεξα ζεκεία πνπ αλά δπν είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνπο άμνλεο θαη νξίδνπλ 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο πνπ ν έλαο είλαη ζπδπγήο ηνπ z θαη ν άιινο ηνπ –z.. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη θαζώο κεηαβάιινπλ ηνλ θέξζνξα ηνπ 

κεηαβνιέα β κεηαβάιινληαη ηα θαληαζηηθά κέξε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ.  

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ηα κέηξα ησλ ηεζζάξσλ κηγαδηθώλ 

αξηζκώλ είλαη πάληνηε ίζα θαη απηό νθείιεηαη ζηε ζπκκεηξία ησλ ηεζζάξσλ ζεκείσλ. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα γηα λα 

ππνινγίζνπλ ηα κέηξα θαη ησλ ηεζζάξσλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαη λα δηαπηζηώζνπλ 

όηη απηά είλαη ίζα.  

 
 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

240 

 

7.1.5  Θέκα 2: Σν άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρνπλ ζρεδηαζηεί δπν κηγαδηθνί αξηζκνί z_1 θαη z_2 

θαζώο θαη ην άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά απηώλ.  

Γηεξεπλήζηε ην άζξνηζκα θαη ηε δηαθνξά ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαζώο 

κεηαβάιεηε ηνπο z_1 θαη z_2. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z_1 θαη z_2 ώζηε ην άζξνηζκα ηνπο λα είλαη ν 

κηγαδηθόο 2+3i θαη ε δηαθνξά ηνπο 4-i; 

2. Πώο πξέπεη λα νξίζεηε ηνπο z_1 θαη z_2 ώζηε ην άζξνηζκα ηνπο λα είλαη 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο; ΢ε πνηα πεξίπησζε θαη ε δηαθνξά ηνπο είλαη θαληαζηηθόο 

αξηζκόο; 

3. Πώο πξέπεη λα νξίζεηε ηνπο z_1 θαη z_2 ώζηε ε δηαθνξά λα είλαη πξαγκαηηθόο 

αξηζκόο; ΢ε πνηά πεξίπησζε ην άζξνηζκα ηνπο είλαη θαληαζηηθόο αξηζκόο; 

4. Πνηα ζρέζε έρεη ην άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ όηαλ ν z_1 

είλαη πξαγκαηηθόο θαη ν z_2 είλαη θαληαζηηθό αξηζκόο; Ση γσλία ζρεκαηίδνπλ ην 

άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά ηνπο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Γηα ηε δηαρείξηζε ησλ εξγαιείσλ ηνπ κηθξόθνζκνπ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηνπο κηγαδηθνύο 

αξηζκνύο z1 θαη z2, ην άζξνηζκά ηνπο θαη ηε δηαθνξά ηνπο. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

 Σε κνξθή ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο ηνπο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνπο δπν 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο. 

 Καηαγξάθνπλ ην άζξνηζκα θαη ηε δηαθνξά ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  
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Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ νξηζκό ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ θαη ηνλ ζπλδένπλ 

κε ηνλ νξηζκό ηνπ δηαλύζκαηνο ζην αληίζηνηρν θαξηεζηαλό επίπεδν. Αλακέλεηαη λα 

θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ηνπ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα ώζηε ην άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά 

ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ λα είλαη ίζνη κε ηνπο δεηνύκελνπο. Αλακέλεηαη λα βξνπλ 

όηη νη ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ είλαη α=3, β=1, θ=1 θαη ι=2. O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα 

δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Αξθεί ην δηάλπζκα ηνπ αζξνίζκαηνο λα αλήθεη ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ. Καη απηό γίλεηαη όηαλ νη ηηκέο ησλ κεηαβνιέσλ β θαη ι είλαη αληίζεηεο 

(όηαλ νη κηγαδηθνί αξηζκνί είλαη ζπδπγείο). Γηα λα είλαη θαη ε δηαθνξά θαληαζηηθόο 

αξηζκόο αξθεί θαη νη ηηκέο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ λα είλαη ίζεο. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ε δηαθνξά ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο όηαλ νη δπν κηγαδηθνί αξηζκνί έρνπλ ίζνπο ηνπο 

θαληαζηηθνύο αξηζκνύο . 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ην πξαγκαηηθό κέξνο ηνπ αζξνίζκαηνο 

είλαη ν έλαο κηγαδηθόο θαη ην θαληαζηηθό κέξνο ν άιινο. ΢ηε δηαθνξά ηζρύεη ην ίδην.  
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7.1.6 Θέκα 3: Σν γηλόκελν θαη ην πειίθν δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρoπλ ζρεδηαζηεί δπν κηγαδηθνί αξηζκνί z_1 θαη z_2 

θαζώο θαη ην γηλόκελν θαη ην πειίθν απηώλ. Γηεξεπλήζηε ην γηλόκελν θαη ην 

πειίθν ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαζώο κεηαβάιεηε ηνπο z_1 θαη z_2. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z_1 θαη z_2 ώζηε ην γηλόκελό ηνπο λα είλαη ν 

κηγαδηθόο 2+3i. Πόζν είλαη ην πειίθν ηνπο; 

2. Πώο πξέπεη λα νξίζεηε ηνπο z_1 θαη z_2 ώζηε ην γηλόκελό ηνπο λα είλαη 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο; ΢ε πνηα πεξίπησζε θαη ην γηλόκελό ηνπο είλαη θαληαζηηθόο 

αξηζκόο; 

3. Πώο πξέπεη λα νξίζεηε ηνπο z_1 θαη z_2 ώζηε ην πειίθν ηνπο λα είλαη 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο; Πόηε ην πειίθν ηνπο είλαη θαληαζηηθόο αξηζκόο; 

4. Ση ηδηόηεηεο έρεη ην γηλόκελν θαη ην πειίθν δπν ζπδπγώλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου: 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηνπο κηγαδηθνύο 

αξηζκνύο z1 θαη z2, ην άζξνηζκά ηνπο θαη ηε δηαθνξά ηνπο. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

 Σε κνξθή ηνπ γηλνκέλνπ θαη πειίθνπ ηνπο. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνπο δπν 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο. 

 Καηαγξάθνπλ ην γηλόκελν θαη ην πειίθν ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  
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Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ δηάθνξνπο αξηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα ν z1=-1+2i θαη 

ν άιινο ν z2=0,8-1,4i.  O εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα 

ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ηνπο. 

Διερεύνηση 2 

Αξθεί ην γηλόκελν αι+βθ λα είλαη ίζν κε 0. Μηα πεξίπησζε είλαη ε α=2, β=-1, θ=2 

θαη ι=1. Γηα λα είλαη θαληαζηηθόο πξέπεη αθ-βι=0. 

Διερεύνηση 3 

Αξθεί ην γηλόκελν βθ-αι λα είλαη ίζν κε 0. Μηα πεξίπησζε είλαη ε α=2, β=1, θ=2 θαη 

ι=1. Γηα λα είλαη θαληαζηηθόο πξέπεη αθ+βι=0. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα απαληήζνπλ όηη ζε θάζε πεξίπησζε ην γηλόκελν είλαη 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο ελώ ην πειίθν ηνπο κηγαδηθόο αξηζκόο. 

 

 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

244 

 

7.1.7  Θέκα 4: Η ηξηγωληθή αληζόηεηα ηωλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρνπλ ζρεδηαζηεί νη κηγαδηθνί αξηζκνί z1 θαη z2, ην 

άζξνηζκά ηνπο θαη ε δηαθνξά ηνπο θαζώο θαη νη θύθινη πνπ νξίδνληαη κε θέληξν 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλεο ηα κέηξα ησλ z1+z2 θαη z1-z2. Γπν αθόκα 

θύθινη έρνπλ ζρεδηαζηεί κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλεο ην 

άζξνηζκα θαη ηε δηαθνξά ησλ κέηξσλ ησλ z1 θαη z2.  Γηεξεπλείζηε ηελ ζρέζε πνπ 

έρνπλ ηα κέηξα ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο ησλ z1 θαη z2 κε ην άζξνηζκα 

θαη ηε δηαθνξά ησλ κέηξσλ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=2, β=2, θ=4 θαη ι=2. Πνηα 

ζρέζε έρνπλ ηα κέηξα ησλ 21 zz  , 21 zz  , 21 zz  θαη 21 zz  ; 

2. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ α=-1, β=1, θ=-4 θαη ι=-3. Πνηα 

ζρέζε έρνπλ ηα κέηξα ησλ 21 zz  , 21 zz  , 21 zz  θαη 21 zz  ; 

3. Δπηιέμηε νη δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ λα δείρλνπλ δηάθνξεο ηηκέο. Πνηα ζρέζε 

έρνπλ ηα κέηξα ησλ 21 zz  , 21 zz  , 21 zz  θαη 21 zz  ; 

4. Μπνξείηε λα νξίζεηε ηνπο κηγαδηθνύο z1 θαη z2 έηζη ώζηε (1) 2121 zzzz   

θαη  

(2) 2121 zzzz  ; Μπνξείηε λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηελ απάληεζή 

ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ γηα λα νξίζνπλ ηνπο κηγαδηθνύο 

αξηζκνύο z1 θαη z2, ην άζξνηζκά ηνπο θαη ηε δηαθνξά ηνπο. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Ηδηόηεηεο” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα: 

 Σε κνξθή ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ z1 θαη z2 

 Σε κνξθή ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο ηνπο. 

 Σνπο θύθινπο πνπ έρνπλ αθηίλεο ηα κέηξα ηνπ αζξνίζκαηνο, ηεο δηαθνξάο 

ηνπο, ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ κέηξσλ θαη ηεο δηαθνξάο ησλ κέηξσλ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 
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 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνπο δπν 

κηγαδηθνύο αξηζκνύο. 

 Καηαγξάθνπλ ηα κέηξα ηνπ αζξνίζκαηνο, ηεο δηαθνξάο ηνπο, ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ κέηξσλ θαη ηεο δηαθνξάο ησλ κέηξσλ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο εξγάδνληαη κε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z1=2+2i θαη z2= 4+2i. 

Αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη: 

2z1z2z1z   θαη 2z1z2z1z   

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο εξγάδνληαη κε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z1=-1+i θαη z2=-4-3i. 

Αλακέλεηαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη: 

2z1z2z1z   θαη 2z1z2z1z   

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο εξγάδνληαη κε δηάθνξνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο. Αλακέλεηαη λα 

δηαπηζηώζνπλ όηη ζε θάζε πεξίπησζε: 

2z1z2z1z   θαη 2z1z2z1z   

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα βξνπλ αξηζκνύο z1 θαη z2 ώζηε, γηα ην άζξνηζκα νη θύθινη 

C1 θαη ΚΑ λα ηαπηίδνληαη θαη γηα ηελ δηαθνξά νη θύθινη C2 θαη ΚΒ επίζεο λα 

ηαπηίδνληαη. 

΢ε θάζε δηεξεύλεζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα 

δηθαηνινγνύλ θαη αιγεβξηθά ηηο ζρέζεηο πνπ παξαηεξνύλ λα έρνπλ νη αξηζκνί πνπ 

επηιέγνπλ. Δπίζεο παξνηξύλεη ηνπο καζεηέο λα δηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα θαη 

ζεσξήκαηα ηα νπνία απνδεηθλύνπλ θαη ζεσξεηηθά.  
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7.2 ΢ΕΝΑΡΙΟ 17 : Μεηαζσημαηιζμοί ζηο μιγαδικό επίπεδο 

 

 

 

7.2.1 Η θεληξηθή ηδέα ηνπ ζελαξίνπ 

΢ην ζελάξην απηό νη καζεηέο εκπιέθνληαη ζε δηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ηνπ 

γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ζεκείσλ ζην κηγαδηθό επίπεδν θαζώο θαη κε ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο απηώλ. Σν γεγνλόο  όηη ε αλαπαξάζηαζε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

ζην κηγαδηθό επίπεδν έρεη ζηελή ζρέζε κε ηνλ ηξόπν αλαπαξάζηαζεο ησλ 

δηαλπζκάησλ ζην αληίζηνηρν θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, επηηξέπεη ζηνπο 

καζεηέο λα θάλνπλ ζπζρεηίζεηο κεηαμύ ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ πνπ νξίδνληαη κέζσ 

δηαλπζκάησλ, όπσο ε κεηαθνξά θαη νη γξακκηθνί κεηαζρεκαηηζκνί, αιιά θαη λα 

επεθηείλνπλ ηηο αληηιήςεηο ηνπο γηα ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο θακπύισλ. ΢ην ζελάξην 

ηνπο δίλεηαη ε δπλαηόηεηα λα δηεξεπλήζνπλ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο (1) θύθινπ ζε 

επζεία, (2) επζείαο ζε παξαβνιή θαη (3) θύθινπ ζε επζύγξακκν ηκήκα. Αθόκα 

θάλνληαο επαλαδηαηππώζεηο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ κπνξνύλ λα πξνθαιέζνπλ 

πιεζώξα κεηαζρεκαηηζκώλ ηεο επζείαο θαη ηνπ θύθινπ πινπνηώληαο ηα δηθά ηνπο 

εξσηήκαηα θαη ηηο δηθέο ηνπο εηθαζίεο.   

7.2.2 ΢ηόρνη 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηε δεκηνπξγία γεσκεηξηθώλ ηόπσλ ζην 

κηγαδηθό επίπεδν. 

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ην κεηαζρεκαηηζκό κηαο επζείαο ή ελόο 

θύθινπ.  

 Να απνθηήζνπλ εκπεηξίεο ζρεηηθέο κε ηελ αιγεβξηθή επεμεξγαζία ησλ 

κεηαζρεκαηηζκώλ.  
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7.2.3 Γηδαθηηθή πξόηαζε 

ΟΡΓΑΝΩ΢Η ΣΗ΢ ΣΑΞΗ΢ 

Οη δξαζηεξηόηεηεο απηέο ελδείθλπηαη λα δηδάζθνληαη ζην εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ 

θαη νη καζεηέο λα εξγάδνληαη ζε νκάδεο 2-3 αηόκσλ κε θύιιν εξγαζίαο. Μπνξνύλ 

όκσο λα δηεμαρζνύλ θαη ζηελ ηάμε πνπ δηαζέηεη κόλν έλαλ ππνινγηζηή κε 

βηληενπξνβνιέα. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε νη καζεηέο ζπκπιεξώλνπλ ηα θύιια 

εξγαζίαο κε βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλνπλ θαηά ηελ δηεξεύλεζε πνπ γίλεηαη απ’ 

όιε ηε ηάμε θαη θαηεπζύλεηαη από ηνλ εθπαηδεπηηθό ή θάπνηνλ καζεηή. ΢ην πιαίζην 

απηό θάλνπλ παξεκβάζεηο ζηε δηεξεύλεζε κε ηηο νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ δηθή ηνπο 

ζηξαηεγηθή ζηε δηεξεύλεζε. Καζώο ηέηνηεο παξεκβάζεηο κπνξνύλ λα γίλνληαη ζηελ 

ηάμε απ’ όινπο ηνπο καζεηέο ν δηδάζθσλ πξέπεη λα ηηο ππνζηεξίδεη θαη λα επηδηώθεη 

λα ζπδεηνύληαη όιεο νη πηζαλέο ζηξαηεγηθέο ηεο δηεξεύλεζεο.  

΢ε θάζε πεξίπησζε ν εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα έρεη από πξηλ πξνεηνηκάζεη ηνλ ηξόπν 

πνπ ζα ρεηξηζηεί ηηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ πηζαλόλ λα δηαηππσζνύλ θαζώο 

θαη ηηο πηζαλέο εθβάζεηο ηνπο.  

Αθόκα πξέπεη κε ηε ζηάζε ηνπ λα πξνθαιεί ηελ εθαξκνγή ησλ δηαθνξεηηθώλ ηξόπσλ 

δηεξεύλεζεο, λα ελζαξξύλεη θάζε καζεηή λα δνθηκάδεη ηηο ηδέεο ηνπ, λα εθθξάδεη ηηο 

εηθαζίεο ηνπ θαη λα δηαηππώλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ ειεύζεξα. Αθόκα πξέπεη λα 

ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δηεξεπλήζεώλ ηνπο. 

ΟΙ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΣΟΣΗΣΕ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Οη πξνηεηλόκελεο ζην ζελάξην δξαζηεξηόηεηεο αθνξνύλ θαηλόκελα ηα νπνία 

πξνθαινύληαη από ηελ δξάζε ησλ καζεηώλ ζε πξνζρεδηαζκέλνπο ππνινγηζηηθνύο 

κηθξόθνζκνπο κε ζθνπό ηελ αλάδεημε ησλ δηεξεπλνύκελσλ ηδηνηήησλ ηνπο. Έηζη νη 

απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη ζην πιαίζην απηώλ ησλ δηεξεπλήζεσλ αιιά 

θαη απηώλ πνπ ν δηδάζθσλ ή νη ίδηνη νη καζεηέο κπνξνύλ λα ζέζνπλ είλαη δπλαηόλ λα 

απνηειέζνπλ έλα πεξηβάιινλ απόθηεζεο θαη έθθξαζεο εκπεηξηώλ ζρεηηθώλ κε ηνπο 

ηελ έλλνηα ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ζην κηγαδηθό επίπεδν θαζώο θαη κε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό επζείαο ή θύθινπ ζ’ απηό. Σα εξγαιεία πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί 

ζηνπο κηθξόθνζκνπο δίλνπλ ηελ δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ γεσκεηξηθώλ ηόπσλ κέζσ 

πξνθαζνξηζκέλσλ ηδηνηήησλ, 

 λα θάλνπλ πεηξάκαηα κε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό ηνπ θύθινπ θαη ηεο επζείαο, 

 λα δηεξεπλήζνπλ ηηο ηδηόηεηεο ησλ εηθόλσλ ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ ζην 

κηγαδηθό επίπεδν,  

 λα παξαηεξνύλ θαη λα εξκελεύνπλ ηα απνηειέζκαηα ησλ ρεηξηζκώλ ηνπο,  

 λα εθθξάδνπλ εηθαζίεο, λα θάλνπλ γεληθεύζεηο, λα δηαηππώλνπλ ππνζέζεηο θαη 

ζεσξήκαηα θαη λα ηα εθθξάδνπλ κε καζεκαηηθνύο όξνπο,  

Αθόκα, κπνξνύλ λα επεκβαίλνπλ θαη λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

εξγαιείσλ ή λα επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ ηξόπν νξηζκνύ ησλ αληηθεηκέλσλ θαη λα 

κεηαβάιινπλ ηελ εκθάληζε ηνπο. Από απηή ηελ άπνςε νη κηθξόθνζκνη είλαη 

επαλαρξεζηκνπνηήζηκνη θαη δίλνπλ ηε δπλαηόηεηα ζηνπο ρξήζηεο λα δηαηππώλνπλ θαη 
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λέα εξσηήκαηα πνπ αθνξνύλ ηδηαίηεξεο γλσζηηθέο πηπρέο ησλ καζεκαηηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. 

ΠΟΡΕΙΑ ΣΗ΢ ΕΦΑΡΜΟΓΗ΢ ΣΟΤ ΢ΕΝΑΡΙΟΤ 

Σν ζελάξην απνηειείηαη από ηέζζεξηο εξγαζίεο. ΢ηελ πξώηε, νη καζεηέο 

δηαπξαγκαηεύνληαη ηε δεκηνπξγία γεσκεηξηθνύ ηόπνπ από ζεκείν πνπ θηλείηαη ζηνλ 

άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. ΢ηε δεύηεξε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό ηνπ κνλαδηαίνπ θύθινπ. ΢ηε ηξίηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη 

ηνλ κεηαζρεκαηηζκό κηαο επζείαο. ΢ηελ ηέηαξηε, νη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό ηνπ κνλαδηαίνπ θύθινπ ζε έλα επζύγξακκν ηκήκα.  

Ζ εκπινθή ησλ καζεηώλ κε θάζε κηα δξαζηεξηόηεηα αλακέλεηαη λα αλαδείμεη:  

 Σελ έλλνηα ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ζεκείσλ ζην κηγαδηθό επίπεδν. 

 Σελ ζρέζε πνπ έρνπλ νη ηδηόηεηεο ηεο θακπύιεο - πξόηππν θαη ηεο θακπύιεο 

– εηθόλα πνπ πξνθύπηεη από έλα ζπγθεθξηκέλν κεηαζρεκαηηζκό. 

Ο εθπαηδεπηηθόο κπνξεί λα δεηά από ηνπο καζεηέο λα επαιεζεύνπλ αιγεβξηθά ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε.   

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 

 

  

Δξγαζία Πεξηγξαθή 
Σκήκα 

εθαξκνγήο 
Πεξηερόκελν 

Δξγαζία 1 
Γεσκεηξηθνί ηόπνη 

κηγαδηθώλ αξηζκώλ 
ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε 

γεσκεηξηθνύο ηόπνπο πνπ 

δεκηνπξγνύληαη ζην κηγαδηθό 

επίπεδν. 

Δξγαζία 2 

Μεηαζρεκαηηζκόο 

ηνπ κηγαδηθνύ 

αξηζκνύ z κε 1z   
ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό θύθινπ ζην 

κηγαδηθό επίπεδν. 

Δξγαζία 3 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο 

ησλ w=f(z) όηαλ z 

αλήθεη ζε επζεία 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο  κε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό επζείαο ζην 

κηγαδηθό επίπεδν. 

Δξγαζία 4 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο 

ησλ w=f(z) όηαλ z 

αλήθεη ζε θύθιν 

ΚΑΣ/΢ΔΗ΢ 

Γηεξεπλήζεηο ζρεηηθέο κε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό θύθινπ ζην 

κηγαδηθό επίπεδν. 
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7.2.4  Θέκα 1: Γεωκεηξηθνί ηόπνη κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ν κηγαδηθόο αξηζκόο z νξίδεηαη ώο ζπλάξηεζε ηεο 

ηεηκεκέλεο ι ηνπ ζεκείνπ Μ. Δπίζεο ν κηγαδηθόο αξηζκόο w νξίδεηαη σο 

ζπλάξηεζε ηνπ z θαη ηνπ αξηζκνύ θ+ιi.  

Γηεξεπλήζηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ δπν κηγαδηθώλ αξηζκώλ θαζώο ην ζεκείν 

Μ θηλείηαη ζηνλ ρ'ρ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ z; Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ 

w;  Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

2. Δπαλαιάβαηε ηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε επηιέγνληαο ηηο ηηκέο α=3, β=2 θαη ξ 

=1. Ση κνξθή έρνπλ ηώξα νη δπν γεσκεηξηθνί ηόπνη; Ση επαλαιακβάλεηαη ζε 

ζρέζε κε ηνπο πξνεγνύκελνπο γεσκεηξηθνύο ηόπνπο;  

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

3. Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο γηα ηελ πεξίπησζε πνπ έρεηε α=0, 

β=0 θαη ξ=2; 

4. Δπηιέμηε ηελ εληνιή «Δπαλαπξνζδηνξηζκόο» θαη επαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο νξίδνληαο δηαθνξεηηθά ηα δηαλύζκαηα z θαη w.  

Δπηιέμηε γηα παξάδεηγκα ν z λα είλαη ίζνο κε z=(ι²+2)u+(3ι²-1)v 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β θαη ξ γηα λα νξίζνπλ ηνπο 

κηγαδηθνύο  αξηζκνύο z θαη w. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ ώζηε λα κεηαβάινπλ ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z θαη 

w. 

 Να επηιέγνπλ θαη λα ελεξγνπνηνύλ ή όρη ηελ εληνιή «Ίρλνο on». 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z θαη w. 

 Σν ζρήκα πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ησλ z θαη w θαζώο κεηαβάιιεηαη ην 

ζεκείν Μ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 
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 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνπο κηγαδηθνύο 

αξηζκνύο z θαη w. 

 Καηαγξάθνπλ ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z θαη w ζε ζρέζε κε ηελ ζέζε 

ηνπ ζεκείνπ Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη θάζε κηγαδηθόο αξηζκόο z 

θαη w. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ησλ δεηθηώλ ησλ κεηαβνιέσλ ώζηε λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο 

ηηκέο. (2) Δπηιέγνπλ  ηελ εληνιή «Ίρλνο on». (3) Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη λα 

παξαηεξνύλ ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ε εηθόλα ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z θαη w. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο θαη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε εηθόλα 

ηνπ z είλαη επζεία κε ηύπν y=3x-7. Ζ εηθόλα ηνπ w είλαη επζεία κε εμίζσζε y=3x-

3α+β-6ξ γηα θάζε ηηκή ησλ α, β θα ξ. Άξα νη δπν επζείεο είλαη παξάιιειεο. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζηελ πεξίπησζε απηή νη εηθόλεο ησλ 

δπν δηαλπζκάησλ είλαη ζπγγξακκηθά ζεκεία θαη επίζεο όηη νη δπν επζείεο πνπ 

γξάθνπλ είλαη παξάιιειεο. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο ίδηεο παξαηεξήζεηο κε ηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο. Ωζηόζν έρνπλ λα εμεγήζνπλ επηπιένλ ην θαηλόκελν νη δπν θακπύιεο 

λα κελ είλαη πιήξεηο επζείεο αιιά εκηεπζείεο. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ z ε εηθόλα ηνπ 

γξάθεη ηελ επζεία y=3x-7 αιιά κε ηνλ πεξηνξηζκό 1y,2x  . Έηζη αλακέλεηαη λα 

εμεγεζεί γηαηί είλαη εκηεπζεία θαη όρη επζεία. Οη καζεηέο κπνξνύλ λα εξεπλήζνπλ θαη 

άιιεο πεξηπηώζεηο κηγαδηθώλ z θαη w, όπσο z=(ι²+2)u+(3ι
3
-1)v, z=(ι

4
+2)u+(3ι

2
-1)v, 

z=(ι²-2)u+(3ι-4)v θ.ν.θ. 
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7.2.5  Θέκα 2: Μεηαζρεκαηηζκόο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ z κε IzI=1 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ν θύθινο αθηίλαο 1 ζηνλ νπνίν αλήθνπλ 

νη κηγαδηθνί αξηζκνί z κε κέηξν 1z  . Ο κηγαδηθόο αξηζκόο w νξίδεηαη από ηε 

ζρέζε w=θ*z+ι+κi.  Γηεξεπλείζηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ηνπ w όηαλ ν z δηαηξέρεη 

ηνλ κνλαδηαίν θύθιν. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε θ=1, ι=1 θαη κ=0. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w;  

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

2. Δπηιέμηε θ=2, ι=0 θαη κ=1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w; Πνηα είλαη 

ε ζρέζε ησλ δπν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο 

ζαο; 

3. Δπηιέμηε θ=0, ι=1 θαη κ=1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w; Πνηα είλαη 

ε ζρέζε ησλ δπν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο 

ζαο; 

4. Δπαλαιάβαηε ηηο πξνεγνύκελεο δηεξεπλήζεηο θαη γηα άιιεο ηηκέο ησλ α, β θαη ξ. 

Πνηα ζρέζε έρνπλ νη γεσκεηξηθνί ηόπνη ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z 

θαη w; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ θ, ι θαη κ γηα λα νξίζνπλ ηνπο 

κηγαδηθνύο  αξηζκνύο z θαη w. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ ώζηε λα κεηαβάινπλ ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z θαη 

w. 

 Να επηιέγνπλ θαη λα ελεξγνπνηνύλ ή όρη ηελ εληνιή «Ίρλνο on». 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Δπαλαπξνζδηνξηζκόο»» θαη λα 

επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηεο εηθόλαο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. 

 Σν ζρήκα πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ w θαζώο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν 

Μ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 
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 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνλ κηγαδηθό 

αξηζκό w. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w ζε ζρέζε κε 

ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη θάζε κηγαδηθόο αξηζκόο z 

θαη w. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ησλ δεηθηώλ ησλ κεηαβνιέσλ ώζηε λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο 

ηηκέο. (2) Δπηιέγνπλ  ηελ εληνιή «Ίρλνο on». (3) Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη 

παξαηεξνύλ ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο θαη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ 

κηγαδηθό w=z+1. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε εηθόλα ηνπ z είλαη θύθινο κε ηύπν (x-

1)
2
+ς

2
=1. 

Διερεύνηση 2: 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ κηγαδηθό w=2z+i. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ 

αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα 

βξνπλ όηη ν θύθινο έρεη εμίζσζε x
2
+(ς-1)

2
=1. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ε εηθόλα ηνπ w 

είλαη έλα ζεκείν εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ w=1+i θαζώο ε ηηκή ηνπ θ=0. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο ίδηεο παξαηεξήζεηο κε ηηο πξνεγνύκελεο 

δηεξεπλήζεηο θαη λα δηαπηζηώζνπλ όηη ζε θάζε πεξίπησζε ε εηθόλα ηνπ w  αλήθεη ζε 

θύθιν. 
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7.2.6  Θέκα 3: Ο γεωκεηξηθόο ηόπνο ηωλ w=f(z) όηαλ z αλήθεη ζε 
επζεία 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ν κηγαδηθόο αξηζκόο z θαη ε επζεία 

ς=θx+ι ζηελ νπνία αλήθεη.  Γηεξεπλείζηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν πνπ γξάθεη ε 

εηθόλα ηνπ w=z^2 όηαλ ν z δηαηξέρεη ηελ επζεία. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε θ=1, ι=1 θαη ξ=0.3. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w;  

Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο ηζρπξηζκνύο ζαο; 

2. Δπηιέμηε θ=1, ι=-1 θαη ξ=0.4. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w; Πνηα 

είλαη ε ζρέζε ησλ δπν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο 

ηζρπξηζκνύο ζαο; 

3. Δπηιέμηε θ=1, ι=0 θαη ξ=0.4. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w; Πνηα 

είλαη ε ζρέζε ησλ δπν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ;  Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο 

ηζρπξηζκνύο ζαο; 

4. Δπηιέμηε θ=0, ι=1 θαη ξ=0.4. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w; Πνηα 

είλαη ε ζρέζε ησλ δπν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ; Μπνξείηε λα απνδείμεηε ηνπο 

ηζρπξηζκνύο ζαο; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ θ, ι θαη ξ γηα λα νξίζνπλ ηνπο 

κηγαδηθνύο  αξηζκνύο z θαη w. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ ώζηε λα κεηαβάινπλ ηελ εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ 

αξηζκνύ w. 

 Να επηιέγνπλ θαη λα ελεξγνπνηνύλ ή όρη ηελ εληνιή «Ίρλνο on». 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Δπαλαπξνζδηνξηζκόο»» θαη λα 

επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα:  

 Σε κνξθή ηεο εηθόλαο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. 

 Σν ζρήκα πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ w θαζώο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν 

Μ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 



Μαζεκαηηθά κε ην Geogebra - Γ΄ Λπθείνπ  Βηβιίν Καζεγεηή 

 

255 

 

 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνλ κηγαδηθό 

αξηζκό w. 

 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w ζε ζρέζε κε 

ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ν κηγαδηθόο αξηζκόο w=z
2
. 

Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ησλ δεηθηώλ ησλ κεηαβνιέσλ ώζηε λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο 

ηηκέο. (2) Δπηιέγνπλ  ηελ εληνιή «Ίρλνο on». (3) Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη λα 

παξαηεξνύλ ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο θαη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε εηθόλα 

ηνπ z είλαη παξαβνιή κε ηύπν )2x2(
2

1
 ρ

ρ
ψ  όπνπ ξ=0,3. 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ κηγαδηθό w=z
2
. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο 

παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα βξνπλ όηη ε 

επζεία κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ παξαβνιή, )22x(
2

1
ρ

ρ
ψ   κε ξ=0,4 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα παξαηεξήζνπλ όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ε εηθόλα ηνπ w 

είλαη ν ζεηηθόο εκηάμνλαο ςς’. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηνλ κηγαδηθό w=z
2
. Αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο 

παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα βξνπλ όηη ε 

επζεία κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ παξαβνιή, )1x(42  ρψ  κε ξ=0,4 

Δίλαη θαλεξό όηη ν εθπαηδεπηηθόο έρεη λα εμεηάζεη καδί κε ηνπο καζεηέο ηνπ κηα 

κεγάιε νκάδα ζεκάησλ κεηαζρεκαηηζκνύ ηεο επζείαο ζε παξαβνιή. Μάιηζηα ζε 

όιεο ηηο πεξηπηώζεηο πνπ έρεη α=1 ε παξαβνιή είλαη γλσζηήο κνξθήο γηα ηνπο 

καζεηέο ηεο Γ’ Λπθείνπ. ΢ηηο άιιεο πεξηπηώζεηο ε αιγεβξηθή εμήγεζε έρεη αξθεηέο 

δπζθνιίεο αιιά ηαπηόρξνλα απνηειεί θαη κηα πξόθιεζε γηα όινπο.  
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7.2.7  Θέκα 4: Ο γεωκεηξηθόο ηόπνο ηωλ w=f(z) όηαλ z αλήθεη ζε 
θύθιν 

Σηελ επηθάλεηα εξγαζίαο έρεη ζρεδηαζηεί ν κηγαδηθόο αξηζκόο z κε ρz . 

Γηεξεπλήζηε γηα ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ησλ w=αz²+βz+γ. 

ΔΙΕΡΕΤΝΗ΢ΕΙ΢ 

1. Δπηιέμηε α=1, β=1 θαη ξ=1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w;  Μπνξείηε 

λα ηνλ πεξηγξάςεηε θαη λα βξείηε θάπνηα αιγεβξηθή ηνπ κνξθή; 

2. Δπηιέμηε α=1, β=0 θαη ξ=1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w;   

3. Μπνξείηε λα ηνλ πεξηγξάςεηε θαη λα βξείηε θάπνηα αιγεβξηθή ηνπ κνξθή; 

4. Δπηιέμηε α=0, β=1 θαη ξ=1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w;  

Μπνξείηε λα ηνλ πεξηγξάςεηε θαη λα βξείηε θάπνηα αιγεβξηθή ηνπ κνξθή; 

5. Δπηιέμηε α=1, β=0 θαη ξ=1. Ση κνξθή έρεη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ w; Ση αιιάδεη 

θαζώο κεηαθηλείηε ηνλ δείθηε ηνπ κεηαβνιέα β; Μπνξείηε λα ηνλ πεξηγξάςεηε θαη 

λα βξείηε θάπνηα αιγεβξηθή ηνπ κνξθή; 

ΟΔΗΓΙΕ΢ ΠΡΟ΢ ΣΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΟΝΣΑ 

Για τη διαχείριςη των εργαλείων του μικρόκοςμου 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο:  

 Να κεηαθηλνύλ ηνπο δείθηεο ησλ κεηαβνιέσλ α, β θαη ξ γηα λα νξίζνπλ ηνπο 

κηγαδηθνύο  αξηζκνύο z θαη w. 

 Να θηλνύλ ην ζεκείν Μ ώζηε λα κεηαβάινπλ ηελ εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ 

αξηζκνύ w. 

 Να επηιέγνπλ θαη λα ελεξγνπνηνύλ ή όρη ηελ εληνιή «Ίρλνο on». 

 Να επηιέγνπλ ηελ εληνιή ««Δπαλαπξνζδηνξηζκόο»» θαη λα 

επαλαδηαηππώλνπλ ηνλ νξηζκό ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. 

 Να ρξεζηκνπνηνύλ ηελ εληνιή “Properties” γηα λα επαλαπξνζδηνξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληηθεηκέλσλ ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο. 

Για τισ διερευνήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα παξαηεξνύλ, λα πξνβιέπνπλ, λα ειέγρνπλ θαη λα 

εθθξάδνπλ ζηελ νκάδα ηνπο θαη ζηελ ηάμε:  

 Γηα ην γξάθεκα  

 Σε κνξθή ηεο εηθόλαο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. 

 Σν ζρήκα πνπ δεκηνπξγεί ην ίρλνο ηνπ w θαζώο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν 

Μ. 

 Γηα ηελ αιγεβξηθή δηαπξαγκάηεπζε: 

 Καηαγξάθνπλ κε ηε βνήζεηα ησλ ηηκώλ ησλ κεηαβνιέσλ ηνλ κηγαδηθό 

αξηζκό w. 
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 Καηαγξάθνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w ζε ζρέζε κε 

ηελ ζέζε ηνπ ζεκείνπ Μ. 

Για τισ απαντήςεισ 

Εεηήζηε από ηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ ζηελ ηάμε ηηο απαληήζεηο ηνπο. Δίλαη 

πηζαλόλ νη καζεηέο λα δώζνπλ απαληήζεηο όπσο νη παξαθάησ:  

Διερεύνηση 1 

Οη καζεηέο δηαπξαγκαηεύνληαη ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ν κηγαδηθόο αξηζκόο 

    i2zIm2zRew




 





  βαβα . Αλακέλεηαη λα θάλνπλ ηηο εμήο ελέξγεηεο: 

(1) Δπηιέγνπλ ηελ ζέζε ησλ δεηθηώλ ησλ κεηαβνιέσλ ώζηε λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο 

ηηκέο. (2) Δπηιέγνπλ  ηελ εληνιή «Ίρλνο on». (3) Μεηαθηλνύλ ην ζεκείν Μ θαη λα 

παξαηεξνύλ ηελ θακπύιε πνπ γξάθεη ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ w. O 

εθπαηδεπηηθόο πξέπεη λα δεηήζεη από ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ θαη αιγεβξηθά ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο θαη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. Αλακέλεηαη λα βξνπλ όηη ε εηθόλα 

ηνπ z είλαη επζύγξακκν ηκήκα επζείαο  κε ηύπν ρ+ς=α+2β  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ησλ α, β θαη ξ κε ρα  θαη ρβ  . 

Διερεύνηση 2 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα βξνπλ όηη ν θύθινο κεηαζρεκαηίδεηαη ζε έλα 

επζύγξακκν ηκήκα. 

Διερεύνηση 3 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα βξνπλ όηη ν θύθινο κεηαζρεκαηίδεηαη ζε έλα ζεκείν. 

Διερεύνηση 4 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα θάλνπλ αλάινγεο παξαηεξήζεηο κε απηέο πνπ έθαλαλ ζηελ 

πξνεγνύκελε δηεξεύλεζε θαη λα βξνπλ όηη θαζώο κεηαθηλνύλ ηνλ δείθηε ηνπ 

κεηαβνιέα β ην επζύγξακκν ηκήκα κεηαθέξεηαη παξάιιεια ζηνλ εαπηόλ ηνπ. 

 

Δίλαη θαλεξό όηη ν εθπαηδεπηηθόο έρεη λα εμεηάζεη καδί κε ηνπο καζεηέο ηνπ κηα 

κεγάιε νκάδα ζεκάησλ κεηαζρεκαηηζκνύ ελόο θύθινπ.  
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Τερληθή Υπνζηήξημε 

 

 

Γηθηπαθόο Σόπνο : www.intracom-schools.gr θαη 

 

Ζιεθηξνληθό ηαρπδξνκείν : support_it@intracom-it.gr 

 

Σειέθσλν : 210-6679105 

 

Fax : 210-6679106 

 

Τπεύζπλε : θα Μπεξηζά Όιγα 

 

ΤΠΕΠΘ / ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΟ ΙΝ΢ΣΙΣΟΤΣΟ 
ΕΠΙΦΕΙΡΗ΢ΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ «ΚΟΙΝΩΝΙΑ ΣΗ΢ ΠΛΗΡΟΥΟΡΙΑ΢» 

 

 
 

Γ’ ΚΟΙΝΟΣΙΚΟ ΠΛΑΙ΢ΙΟ ΢ΣΗΡΙΞΗ΢ 
ΕΡΓO ΢ΤΓΦΡΗΜΑΣΟΔΟΣΟΤΜΕΝO ΚΑΣΑ 80% ΑΠΟ ΣΟ ΕΚΣ  

ΚΑΙ ΚΑΣΑ 20% ΑΠΟ ΕΘΝΙΚΟΤ΢ ΠΟΡΟΤ΢ 

«Ολξκληοωμέμη Ανιξπξίηση τωμ Σ.Π.Ε. στημ Εκπαιδευτική Διαδικασία» 

http://www.intracom-schools.gr/
mailto:support_it@intracom-it.gr

