19. Εμβαδόν κυκλικού Δίσκου
Ταυτότητα Σεναρίου

· Τίτλος:  Εμβαδόν Κυκλικού Δίσκου
· Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά
· Διδακτική Ενότητα: Γεωμετρία
· Τάξη: Στ΄
· Εκτιμώμενη Διάρκεια: 3 διδακτικές ώρες 

Σύντομη ανασκόπηση σεναρίου
· Ιδέα που διέπει το σενάριο
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Προσέγγιση του εμβαδού κυκλικού δίσκου και προσδιορισμός του αριθμού π=3,14 μέσα από την κατασκευή εγγεγραμμένων και περιγεγραμμένων πολυγώνων με προοδευτικά μεγαλύτερο αριθμό πλευρών. Αφορμή μπορεί να αποτελέσει η φυσική δυσκολία να αποδεχτούν οι μαθητές την «αυθαίρετη» νομιμότητα του 3,14 ως τον αριθμό που εκφράζει το πηλίκο του εμβαδού του κύκλου προς το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά την ακτίνα. Η διαδικασία είναι επιμερισμένη σε μια σειρά από επί μέρους βήματα και η ολοκλήρωση ενός προηγουμένου βήματος (πχ η ενασχόληση με εγγεγραμμένο και περιγεγραμμένο εξάγωνο) είναι απαραίτητη προϋπόθεση για να προχωρήσουν στο επόμενο (πχ η περίπτωση του δωδεκαγώνου) όπως φαίνεται στην παραπάνω εικόνα. Η σειρά από βήματα ακολουθεί προοδευτικά αυξανόμενο αριθμό πλευρών στα πολύγωνα. Προηγείται η περίπτωση του εξαγώνου ώστε να ακολουθήσει η περίπτωση του δωδεκαγώνου.  
· Τεχνολογικά εργαλεία που προτείνονται προς χρήση: 
Cabri. Excell, Internet Explorer
Συσχέτιση γνωστικού αντικειμένου και Σεναρίου

Ο αριθμός π είναι κατά κάποιον τρόπο ένας μαγικός αριθμός που εμφανίζεται ξαφνικά στη γεωμετρία χωρίς ποτέ να γίνεται ξεκάθαρος ο τρόπος με τον οποίο προέκυψε η παρουσία του. Είναι ο αριθμός που συνδέεται με μοναδικό τρόπο με το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου και εκφράζει το λόγο του εμβαδού αυτού (Ε) προς το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά την ακτίνα του κύκλου (α2). Τα παιδιά δυσκολεύονται να αποδεχτούν τη νομιμότητα του π ως εκφραστή του λόγου του εμβαδού του κυκλικού δίσκου προς το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά την ακτίνα. Αβίαστα θέτουν το ερώτημα, γιατί να είναι περίπου 3,14 και όχι κάποιος άλλος δεκαδικός μεταξύ του 3 και του 4. Κατά προέκταση γιατί αυτός ο αριθμός συνδέεται και με το μήκος του κύκλου;
Τα παιδιά καλούνται να ρίξουν φως σε μια έννοια που όπως τα ίδια παραδέχονται τους δημιουργεί δυσκολία στο να αποδεχτούν τη νομιμότητά της. Το τεχνολογικό περιβάλλον θα τους απαλλάξει από την αμφιβολία για το αν πρέπει να καταπιαστούν με τη δραστηριότητα αυτή λόγω των γεωμετρικών κατασκευών που απαιτεί (κατασκευή εγγεγραμμένων και περιγεγραμμένων πολυγώνων σε κύκλο). Το υπολογιστικό περιβάλλον εξασφαλίζει από τη μια την «αυτόματη» κατασκευή των σχημάτων αυτών και από την άλλη την αυτόματη «μέτρηση» των εμβαδών τους πράγμα που θα ήταν ανέφικτο για το παραδοσιακό περιβάλλον χαρτί-μολύβι της τάξης. Ουσιαστικά λοιπόν υλοποιείται μια δραστηριότητα που μόνο με τη χρήση τεχνολογικών εργαλείων καθίσταται εφαρμόσιμη σε μαθητές του Δημοτικού και που αλλιώς θα απαιτούσε προχωρημένη θεωρητική γνώση γεωμετρίας πράγμα που αυτόματα θα την καθιστούσε απαγορευτική για την πρωτοβάθμια εκπαίδευση 
Εκπαιδευτικές Δραστηριότητες

Γενικοί διδακτικοί στόχοι: 

· Να εργάζονται ατοµικά ή οµαδικά με καθοδήγηση.  
· Να παρουσιάζουν στους συμμαθητές τους µε σαφήνεια την απάντησή τους, η οποία περιλαμβάνει τη στρατηγική επίλυσης και το αποτέλεσµα. 
Ειδικοί διδακτικοί στόχοι:

· Να υπολογίζουν το εμβαδόν του κύκλου και να επιλύουν σχετικά προβλήματα  
· Να συγκρίνουν εμβαδά
· Να βρίσκουν το μέσο όρο δεδομένων
Προαπαιτούμενα 

Οι μαθητές θα πρέπει να είναι εξοικειωμένοι με το λεξιλόγιο της γεωμετρίας, να γνωρίζουν τα βασικά γεωμετρικά σχήματα, να έχουν αντιληφθεί την έννοια του εμβαδού και να γνωρίζουν τους τύπους υπολογισμού του εμβαδού τετραγώνου και κύκλου. Τέλος να γνωρίζουν την έννοια του μέσου όρου.
Χρονισμός εφαρμογής 

Υπολογίζεται στις 3 διδακτικές ώρες. Θα ήταν προτιμητέο να διδαχθούν τουλάχιστον οι δυο πρώτες μαζί. 
Προετοιμασία 

Η χρήση του βιντεοπροβολέα για την επίδειξη της υλοποίησης των βημάτων από τον εκπαιδευτικό, θα βοηθούσε στην αποτελεσματικότερη ροή της δραστηριότητας. Το βοηθητικό υλικό για την υλοποίηση της δραστηριότητας από τους μαθητές βρίσκεται στο φάκελο ΕΝΟΤΗΤΑ_19 που θα πρέπει να αντιγράψει ο εκπαιδευτικός στο Φάκελο Τα Έγγραφα μου του κάθε υπολογιστή που θα χρησιμοποιήσουν οι μαθητές. Ολόκληρο το Φάκελο θα πρέπει επίσης να τον αντιγράψει στο Φάκελο Τα Έγγραφα μου στον υπολογιστή τον οποίο θα χρησιμοποιεί ο ίδιος σε συνδυασμό με τον βιντεοπροβολέα. Αν τα αρχεία video δεν ανοίγουν τότε τρέξτε το αρχείο (κωδικοποιητής) που θα βρείτε στο φάκελο CODEC_ΝΗΡΗΙΔΕΣ.
Δραστηριότητα 1: “Εμβαδόν του κυκλικού δίσκου” (1 Διδακτική Ώρα)

Ροή της δραστηριότητας

Στην ενότητα αυτή διδακτικός στόχος είναι η κατανόηση από μέρους των μαθητών του αριθμού π=3,14 και πως αυτός επιλέχθηκε να εκφράζει τη σχέση μεταξύ του εμβαδού του κύκλου και του εμβαδού του τετραγώνου με πλευρά την ακτίνα όπως αυτή παρουσιάζεται στον τύπο του εμβαδού κυκλικού δίσκου Ε=3,14*α2.

Βήμα 1ο
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	EIKONA 19-1

Σε μια ομάδα από μαθητές ανατέθηκε να  συγκρίνουν το εμβαδόν του κύκλου στην παραπάνω εικόνα με αυτό του τετραγώνου προκειμένου να βρουν πόσες φορές είναι μεγαλύτερο το πρώτο από το δεύτερο. Οι μαθητές γνωρίζουν τον τύπο για το εμβαδόν του τετραγώνου, όχι όμως και για το εμβαδόν του κύκλου. Η στρατηγική που σκέφτηκαν να εφαρμόσουν τα παιδιά ήταν να υπολογίσουν πρώτα το εμβαδόν του τετραγώνου, πράγμα εύκολο αφού ήξεραν τον τύπο. Αν θα μπορούσαν να βρουν με κάποιο τρόπο και το εμβαδόν του κύκλου τότε θα τα διαιρούσαν και θα έφταναν στην απάντηση που ήθελαν. Για να μπορέσουν να αντιμετωπίσουν τη δυσκολία του εμβαδού του κύκλου σκέφτηκαν να σχεδιάσουν ένα ισόπλευρο τρίγωνο μέσα στον κύκλο και ένα εξωτερικό όπως θα δείτε ανοίγοντας το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_19.1_1


Το αρχείο δείχνει έναν κύκλο στον οποίο υπάρχει ένα εγγεγραμμένο και ένα περιγεγραμμένο ισόπλευρο τρίγωνο.
Βήμα 2ο
	Φυσικά ούτε το μέσα τρίγωνο ούτε το έξω προσέγγιζαν ικανοποιητικά τον κύκλο ώστε να θεωρηθεί ότι το ένα από τα δυο εκφράζει περίπου το πραγματικό εμβαδόν του κύκλου. Αυτό που συνέβαινε ήταν ότι το εμβαδόν του κύκλου ήταν μεγαλύτερο από το εμβαδόν του μέσα τριγώνου και μικρότερο από αυτό του έξω τριγώνου. Ήταν «κάπου ανάμεσα». Σκέφτηκαν λοιπόν κάθε φορά που θα χρειαζόταν «κάτι ανάμεσα» να χρησιμοποιούν το μέσο όρο. Υπολογίστε λοιπόν κι εσείς με το εργαλείο ‘Εμβαδόν’ το εμβαδόν του εσωτερικού τριγώνου. Στη συνέχεια υπολογίστε με το ίδιο εργαλείο το εμβαδόν του εξωτερικού τριγώνου. Μεταφέρετε τώρα τις μετρήσεις στο αρχείο ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ. Στο κάτω μέρος της στήλης θα δείτε με βάση τις μετρήσεις σας πόσες φορές περίπου είναι το εμβαδόν του κύκλου μεγαλύτερο από αυτό του τετραγώνου.


Η διαδικασία αυτή του αυτόματου υπολογισμού γίνεται όπως μπορείτε να δείτε μέσα από το σχετικό βίντεο ΤΑΙΝΙΑ 19_1. Οι μαθητές θα πρέπει να επαναλάβουν τη διαδικασία αυτή όσες φορές χρειαστεί κατά τη διάρκεια της δραστηριότητας.

Βήμα 3ο
	Τα παιδιά δεν έμειναν ικανοποιημένα από την πρώτη προσπάθεια να προσεγγίσουν το εμβαδόν του κύκλου που τους είναι απαραίτητο. Σκέφτηκαν πως θα πρέπει να σχεδιάσουν νέα σχήματα που να είναι πιο κοντά στον κύκλο. Έτσι κατασκεύασαν δυο εξάγωνα, ένα μέσα στον κύκλο και ένα εξωτερικά.  Ανοίξτε το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_19.1_2 και συζητείστε για το ποια από τις δυο προσεγγίσεις (τρίγωνα – εξάγωνα) είναι περισσότερο ικανοποιητική. Επίσης σχολιάστε την απόφαση που παίρνουν οι μαθητές να μη θεωρήσουν κανένα από τα δυο εξάγωνα ως προτιμότερο για να προσεγγίσουν το εμβαδόν του κύκλου. Αντίθετα θεωρούν ότι η καλύτερη μέθοδος και πάλι είναι ο μέσος όρος. Κάνετε τις αντίστοιχες μετρήσεις και μεταφέρετέ τις στο αρχείο ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ. 


Προφανώς τα δυο τρίγωνα δεν είναι κοντά στο πραγματικό εμβαδόν γιατί είτε μέσα είτε έξω από τον κύκλο περισσεύει πολύς χώρος. Ένα σχήμα με περισσότερες πλευρές θα ήταν προτιμότερο γιατί έτσι ‘γεμίζουμε περισσότερη επιφάνεια στο εσωτερικό’ ή ‘πλησιάζουμε περισσότερο στον κύκλο’. Γι αυτό προτείνεται στους μαθητές να ανοίξουν το δεύτερο αρχείο στο οποίο συνυπάρχουν (για σύγκριση) η περίπτωση του τριγώνου και του εξαγώνου. Φυσικά το εμβαδόν του εγγεγραμμένου (ή περιγεγραμμένου) εξαγώνου είναι προτιμότερο λόγω του ότι πλησιάζει ακόμη περισσότερο προς το πραγματικό εμβαδόν του κυκλικού δίσκου.

Βήμα 4ο
	Κλείνοντας την πρώτη ώρα διατυπώστε ένα συμπέρασμα για τη σχέση που φαίνεται να συνδέει τον αριθμό των πλευρών σε ένα εγγεγραμμένο ή περιγεγραμμένο πολύγωνο σε έναν κύκλο με το πραγματικό εμβαδόν του κύκλου αυτού.


Περιμένουμε μια αντίδραση του τύπου ότι όσο αυξάνεται ο αριθμός των πλευρών στα πολύγωνα τόσο πλησιάζουμε με μεγαλύτερη ακρίβεια στο πραγματικό εμβαδόν του κύκλου.

Δραστηριότητα 2: “Εμβαδόν του κυκλικού δίσκου(Συνέχεια)” (1 Διδακτική  Ώρα)

Βήμα 1ο
	Την προηγούμενη ώρα οι μαθητές προσπαθώντας να βρουν το εμβαδόν του κύκλου ξεκίνησαν να σχεδιάζουν πολύγωνα μέσα και έξω από τον κύκλο, φτάνοντας στο εξάγωνο. Είδαν όμως πως υπήρχαν περιθώρια να προσεγγίσουν το εμβαδόν του κύκλου με ακόμη μεγαλύτερη ακρίβεια και έτσι προχώρησαν στο επόμενο βήμα που ήταν η κατασκευή δωδεκαγώνων μέσα και έξω από τον κύκλο.

Ανοίξτε το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_19.2_1 και πραγματοποιείστε τις απαραίτητες μετρήσεις και μεταφορές των μετρήσεων αυτών στο αρχείο ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ.
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Eupadov eyyeypaupévou 24ywvou: 4,969.33 1.6k
EuBadov mepiyeypauuévou 24yvou: 5,055.46 1.ek.

Eupadov eyyeypappévou 48ywvou: 5,012.21 rek.

Eupadov mepiyeypappévou 48ytovou: 5,033.74 1.ek.




ΕΙΚΟΝΑ 19-2


Θεωρείται φυσιολογική η επιλογή του 12γώνου ως η καλύτερη προσέγγιση στο πραγματικό εμβαδόν του κυκλικού δίσκου. Για πρώτη φορά πια ο αριθμός παρουσιάζει φανερά μια τάση να πλησιάσει το γνωστό 3,14 και καθιστά ακόμη πιο προφανή την προοπτική επιλογής σχημάτων με όλο και περισσότερες πλευρές, πράγμα που θα μας κάνει προοδευτικά να πλησιάζουμε όλο και περισσότερο το πραγματικό εμβαδόν του κυκλικού δίσκου άρα και την καλύτερη προσέγγιση του αριθμού π.

Βήμα 2ο
	Σαν μια τελευταία προσπάθεια οι μαθητές αποφασίζουν το σχεδιασμό 24-γωνου και στη συνέχεια 48-γωνου μέσα και έξω από τον κύκλο. Σχεδιαστικά το αποτέλεσμα τους ικανοποιεί. Θεωρούν ότι βρίσκονται πολύ κοντά στο πραγματικό εμβαδόν του κύκλου. Ανοίξτε το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_19.2_2. 

 Με πράσινο χρώμα βλέπετε σε μεγέθυνση εγγεγραμμένο και περιγεγραμμένο 24γωνο ενώ με κόκκινο είναι τα αντίστοιχα σχήματα για 48γωνο. Μεταφέρετε τις μετρήσεις για τα εμβαδά στο φύλλο του Excel και παρατηρείστε τι συμβαίνει με τον αριθμό που συγκρίνει το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου σε σχέση με το τετράγωνο.


Τώρα παρουσιάζονται ταυτόχρονα οι περιπτώσεις εγγεγραμμένου και περιγεγραμμένου 24γώνου και 48γώνου. Λόγω του ότι ήδη πλησιάζουμε πολύ στην περιφέρεια του κύκλου και οι πλευρές γίνονται δυσδιάκριτες, γι αυτό, αυτό που βλέπουν οι μαθητές είναι μια μεγέθυνση μέρους του κυκλικού δίσκου όπου γίνονται διακριτές με πράσινο χρώμα οι πλευρές των δυο 24γώνων (μέσα και έξω) και με κόκκινο χρώμα οι πλευρές των 48γώνων(που ακόμη και υπό μεγέθυνση φαίνονται να είναι πολύ κοντά στη γραμμή του κύκλου). Για λόγους πρακτικούς στην οθόνη δίνονται έτοιμες οι μετρήσεις που αφορούν τα εμβαδά των σχημάτων και οι μαθητές καλούνται απλά να τα μεταφέρουν στο Excel.
Βήμα 3ο
	Ο δάσκαλος ικανοποιημένος από την προσπάθειά τους, τους δίνει μια πληροφορία που τους βοηθά να απομακρύνουν και την παραμικρή αμφιβολία για την τελική τους απάντηση. Τους δίνει τις τιμές του εμβαδού για την περίπτωση που θα ήθελαν να κατασκευάσουν ένα 96-γωνο ώστε να προσεγγίσουν σχεδόν πλήρως το εμβαδόν του κύκλου. Το εμβαδόν του εγγεγραμμένου 96γωνου είναι 254,193 τ.εκ. ενώ του περιγεγραμμένου είναι 254,743 τ.εκ. Αντικαταστήστε τα στο φύλλο  ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ του Excel και θα βρεθείτε μπροστά σε ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα.


Πράγματι το 96γωνο είναι σχεδόν πάνω στη γραμμή του κύκλου γι’ αυτό και η αντικατάσταση των τιμών των εμβαδών θα δώσει τιμή για το π = 3,14158 με την οποία τιμή ουσιαστικά φτάνουμε σε μια ικανοποιητική προσέγγιση του π.

Βήμα 4ο

	Συνεχίζοντας έτσι θα μπορέσουμε κάποτε να βρούμε ακριβώς το εμβαδόν του κύκλου;

Επομένως η σχέση που συνδέει το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου (Ε) με το εμβαδόν του τετραγώνου που δημιουργεί η ακτίνα (α2) είναι : ……………………………….. 


Ξεκαθαρίζεται στο σημείο αυτό ότι ‘πάντα ένα κομμάτι του κύκλου θα περισσεύει’ ή ότι ‘το μέσα σχήμα έχει ευθύγραμμα τμήμα για πλευρές με τα οποία προσπαθούμε να προσεγγίσουμε ένα καμπύλο σχήμα’.
Φτάνοντας λοιπόν εδώ, δείξαμε ότι το εμβαδόν του κύκλου προς το εμβαδόν του τετραγώνου είναι ίσο περίπου με 3,14. (Ε/α2=3,14). Αυτό σημαίνει ότι το εμβαδόν του κύκλου είναι περίπου 3,14 φορές μεγαλύτερο από το εμβαδόν του τετραγώνου που έχει πλευρά την ακτίνα. Επομένως αν ξέρω την ακτίνα (α), αυτό σημαίνει ότι ξέρω το εμβαδόν τετραγώνου με πλευρά την ακτίνα (α2) και κατά συνέπεια μπορώ πια να βρω και το εμβαδόν του κύκλου που θα είναι περίπου 3,14 φορές μεγαλύτερο από αυτό του τετραγώνου, άρα Ε=3,14*α2.

Δραστηριότητα 3: “Εμβαδόν του κυκλικού δίσκου(Συνέχεια)” (1 Διδακτική  Ώρα)

Βήμα 1ο
	Στις προηγούμενες δυο ώρες διαπιστώσατε ότι ο 3,14 είναι ο αριθμός που συνδέει το εμβαδόν του κύκλου με το εμβαδόν του τετραγώνου που δημιουργεί η ακτίνα. Παρ΄όλ΄αυτά, εσείς στους υπολογισμούς που κάνατε καταλήξατε στον 3,14158. Ποια είναι τελικά η ακριβής τιμή του π;  Ανοίξτε το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_19.3_1 προκειμένου να επισκεφτείτε μια σελίδα στο Internet για να πάρετε πληροφορίες για τα δεκαδικά ψηφία του αριθμού π.


Εδώ παρουσιάζεται στα παιδιά το γεγονός ότι ο π δεν είναι ένας δεκαδικός αριθμός με συγκεκριμένο αριθμό δεκαδικών ψηφίων. Η συγκεκριμένη ιστοσελίδα παρουσιάζει τα πρώτα 100.000  ψηφία του δεκαδικού αριθμού π και τονίζουμε στους μαθητές ότι ο αριθμός των δεκαδικών ψηφίων δε γνωρίζει τέλος.
Βήμα 2ο
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ΕΙΚΟΝΑ 19-3

Στη συνέχεια και προκειμένου να επαληθεύσετε ότι η παραπάνω σχέση που βρήκατε συνδέει τα εμβαδόν του κύκλου και το τετράγωνο της ακτίνας σε οποιονδήποτε κύκλο ανοίξτε το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_19.3_2. Κάνοντας κλικ πάνω στη γραμμή του κύκλου και με το ποντίκι πατημένο μπορείτε να τροποποιήσετε το μέγεθος του κύκλου τροποποιώντας ταυτόχρονα και το τετράγωνο της ακτίνας. Στο παράθυρό σας θα βλέπετε τη μεταβολή στην αριθμητική τιμή για το εμβαδόν και των δυο καθώς και το πηλίκο της διαίρεσής τους. Αν θέλετε μπορείτε να αφήνετε το ποντίκι και με το εργαλείο «Υπολογισμός» από το μενού να κάνετε τις αντίστοιχες διαιρέσεις μόνοι σας προκειμένου να διαπιστώνετε κατά πόσο κάθε φορά το πηλίκο είναι όντως ίσο με 3,14.


Εδώ δίνουμε την ευκαιρία στους μαθητές μέσα από την επίτευξη πολλών περιπτώσεων διαφορετικών κύκλων, αξιοποιώντας τη δυνατότητα για δυναμική συμπεριφορά στα σχήματα που δίνει το Cabri, να επαληθεύσουν την αριθμητική σχέση που συνδέει το Ε και το α2 είτε αποδεχόμενοι το πηλίκο όπως δίνεται έτοιμο στην οθόνη είτε πραγματοποιώντας τους υπολογισμούς μόνοι τους. 
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