5. Το εμβαδόν κυκλικού δίσκου

Ταυτότητα Σεναρίου

· Τίτλος: Το εμβαδόν κυκλικού δίσκου. (οριακές διαδικασίες)
· Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά.
· Διδακτική Ενότητα: Μέτρηση κυκλικού δίσκου.
· Τάξη: Β΄ Γυμνασίου.
· Εκτιμώμενη Διάρκεια: 2 Διδακτικές ώρες.
Σύντομη ανασκόπηση σεναρίου
· Ιδέα που διέπει το σενάριο
Υπολογίζοντας το εμβαδόν των εγγεγραμμένων σε ένα κύκλο κανονικών πολυγώνων μπορούμε να έχουμε μια προσέγγιση του εμβαδού του. Αν θεωρήσουμε ότι το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου ταυτίζεται με το εμβαδόν ενός εγγεγραμμένου σε αυτόν πολυγώνου, κάνουμε ένα λάθος που είναι μικρότερο όσο χρησιμοποιούμε πολύγωνα με περισσότερες πλευρές. Το σενάριο αυτό δίνει μια ευκαιρία διαπραγμάτευσης με τον παραπάνω τρόπο ενώ συγχρόνως δίνει και την δυνατότητα υπολογισμού του παραπάνω λάθους ως ποσοστού του εμβαδού του κύκλου. Για συγκεκριμένο αριθμό πλευρών πολυγώνου το λάθος μεγαλώνει όσο η ακτίνα του περιγεγραμμένου σε αυτό κύκλου μεγαλώνει.
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· Τεχνολογικά εργαλεία που προτείνονται προς χρήση: 
Το  Microsoft Word.

Το λογισμικό The Geometer’s Sketchpad 4.07
Συσχέτιση γνωστικού αντικειμένου και Σεναρίου

Ο θεωρητικός υπολογισμός του εμβαδού του κύκλου δεν είναι εύκολος και δεν περιέχεται στην διδακτέα  ύλη του Γυμνασίου.

Μερικά στοιχεία όμως ενός υπολογισμού του εμβαδού αυτού με προσέγγιση μέσω κανονικών πολυγώνων είναι χρήσιμα, γιατί παρουσιάζουν πρακτικό και διαθεματικό ενδιαφέρον.

Πράγματι μπορούμε να μετρήσουμε το εμβαδόν ενός κύκλου κατά προσέγγιση, μετρώντας το εμβαδόν ενός εγγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου του.

Αν θέλαμε μεγάλη προσέγγιση (δηλαδή το εμβαδόν των κυκλικών τμημάτων που δεν υπολογίζεται να είναι αμελητέο) θα χρησιμοποιούσαμε πολύγωνο με πολλές πλευρές . 

Η έκφραση όμως  «πολλές πλευρές» είναι σχετική δηλαδή δε μπορούμε π.χ να ισχυριστούμε ότι ένα 100-γωνο προσεγγίζει ικανοποιητικά το εμβαδόν ενός κύκλου με ακτίνα μερικών χιλιομέτρων.

Εκείνο που παραμένει σταθερό και ανεξάρτητο από την ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου είναι η ποσοστιαία αναλογία του εμβαδού των κυκλικών τμημάτων προς το  εμβαδόν του κύκλου. Το παραπάνω ποσοστό μειώνεται απεριόριστα (τείνει δηλαδή προς το μηδέν) όσο αυξάνει ο αριθμός των πλευρών του πολυγώνου.

Στο πλαίσιο του σεναρίου που προτείνουμε, μπορούν να δοθούν απαντήσεις σε ερωτήματα των μαθητών όπως: Πόσες πλευρές πρέπει να έχει ένα πολύγωνο ώστε να προσεγγίσει «ικανοποιητικά» το εμβαδόν ενός κύκλου; Μπορούμε να προσδιορίσουμε αυτό το «ικανοποιητικά»; «Πόσο» διαφέρει το εμβαδόν ενός κανονικού πολυγώνου από το εμβαδόν του περιγεγραμμένου του κύκλου;

Ο μικρόκοσμος που χρησιμοποιούμε εκτός από εργαλείο επίλυσης του προβλήματος μπορεί να αποτελέσει μέσο πειραματικής «διερεύνησης» των παραπάνω ερωτημάτων. Είναι φανερό επίσης ότι προσφέρει ένα πολύ ισχυρό  σχεδιαστικό και υπολογιστικό εργαλείο προκειμένου να διδάξουμε την παραπάνω ενότητα, αφού έχει την δυνατότητα να σχεδιάζει τα εγγεγραμμένα σε κύκλο κανονικά πολύγωνα (με μεταβλητό αριθμό πλευρών) και να κάνει και τους ζητούμενους υπολογισμούς.
Εκπαιδευτικές Δραστηριότητες
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	Όλα τα αρχεία της δραστηριότητας βρίσκονται στον φάκελο ΕΝΟΤΗΤΑ_5 που περιέχεται στον φάκελο «Τα έγγραφά μου».


Δραστηριότητα:  Α

“ Αστέρια από πολύγωνα ”
Ένας Βιοτέχνης Χριστουγεννιάτικων στολιδιών χρησιμοποιεί κυκλικούς πλαστικούς δίσκους με διαμέτρους  5,15 και 20 εκατοστά για να κατασκευάσει αστεράκια σε σχήμα κανονικού εξαγώνου, οκταγώνου και δωδεκαγώνου,  αφαιρώντας τα αντίστοιχα στις πλευρές τους κυκλικά τμήματα.

 Αγοράζει την πρώτη ύλη και πουλάει το προϊόν με το κιλό. Η τιμή του προϊόντος είναι δεκαπλάσια της τιμής της πρώτης ύλης ενώ η τιμή των αποκομμάτων το 1/10 της τιμής της πρώτης ύλης. Επειδή οι κυκλικοί δίσκοι είναι ομογενείς και από το ίδιο υλικό το βάρος τους είναι ανάλογο της επιφάνειας τους. Πρέπει να κατασκευάσει ίσο αριθμό «αστεριών» από κάθε κατηγορία. Μπορείτε να του υποδείξετε τις  διαμέτρους των κυκλικών δίσκων που θα χρησιμοποιήσει για να κατασκευάσει αντίστοιχα εξάγωνα, οκτάγωνα , δωδεκάγωνα αστεράκια, ώστε  να μεγιστοποιήσει το κέρδος του;

Γενικοί διδακτικοί στόχοι: 

Γνωριμία με τις οριακές διαδικασίες και με τα προβλήματα που προκύπτουν από τη χρήση τους.

Ειδικοί διδακτικοί στόχοι:

· Οι μαθητές να κατανοήσουν έναν προσεγγιστικό τρόπο υπολογισμού εμβαδού του κύκλου.

· Οι μαθητές να υπολογίσουν τις διαφορές εμβαδών κανονικού πολυγώνου και περιγεγραμμένου σε αυτό κύκλου, απολύτως και ποσοστιαία. 

· Οι μαθητές να κάνουν μια πρώτη  γνωριμία με  προσεγγιστικές μεθόδους  υπολογισμού και τα προβλήματα που δημιουργούνται από την εφαρμογή  τους.

Προαπαιτούμενα 

Διδασκαλία της ενότητας: υπολογισμού του εμβαδού του κύκλου.

Γνώση του ορισμού των σχημάτων  εγγεγραμμένο κανονικό πολύγωνο κυκλικός τομέας , κυκλικό τμήμα.

Στοιχειώδης εξοικείωση με το λογισμικό The Geometer’ s Sketchpad.

Χρονισμός εφαρμογής 

Την πρώτη διδακτική ώρα θα αφιερώσουμε 10΄ να εξηγήσουμε το πρόβλημα της δραστηριότητας μας και θα ανοίξουμε το αρχείο ΕΝΟΤΗΤΑ_5.gsp για να δείξουμε τις δυνατότητες που έχει.

Στην συνέχεια μπορούμε να προχωρήσουμε στο πρώτο βήμα της δραστηριότητας αφιερώνοντας τα επόμενα 35΄της διδακτικής ώρας.

Την δεύτερη διδακτική ώρα θα προχωρήσουμε στο δεύτερο βήμα της δραστηριότητας.

Εφόσον απαντηθούν τα ερωτήματα και μείνει διδακτικός χρόνος μπορούμε να συζητήσουμε τις ερωτήσεις που πιθανόν να υποβάλουν οι μαθητές μας και να περιηγηθούμε τις προτεινόμενες διευθύνσεις στο Διαδίκτυο.

Προετοιμασία 

Η χρήση του βιντεοπροβολέα για την επίδειξη της υλοποίησης των βημάτων από τον εκπαιδευτικό, θα βοηθούσε στην αποτελεσματικότερη ροή της δραστηριότητας. Το βοηθητικό υλικό για την υλοποίηση της δραστηριότητας από τους μαθητές βρίσκεται στο φάκελο ΕΝΟΤΗΤΑ_5 που θα πρέπει να αντιγράψει ο εκπαιδευτικός στο Φάκελο «Τα Έγγραφα μου» του κάθε υπολογιστή που θα χρησιμοποιήσουν οι μαθητές. Ολόκληρο το Φάκελο θα πρέπει επίσης να τον αντιγράψει στο Φάκελο «Τα Έγγραφα μου» στον υπολογιστή τον οποίο θα χρησιμοποιεί ο ίδιος σε συνδυασμό με τον βιντεοπροβολέα.
Θα πρέπει να ελεγχθεί αν υπάρχει εγκατεστημένο το λογισμικό 

The Geometer’s Sketchpad.
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	Για να φαίνονται στις σωστές διαστάσεις τα παράθυρα των μικρόκοσμων Sketchpad ,

προτεινόμενη ανάλυση οθόνης  1280 χ 1024.


Ροή της δραστηριότητας

Βήμα 1ο (Διάρκεια 1 διδακτική ώρα)

Στην αρχή δίνετε στους μαθητές τις απαραίτητες οδηγίες προκειμένου να ξεκινήσει η δραστηριότητα. 

Στην οθόνη που παρουσιάζεται όταν ανοίξετε το αρχείο του Sketchpad  ΕΝΟΤΗΤΑ_5.gsp, έχετε την δυνατότητα, μετακινώντας το σημείο Σ να μεταβάλλετε τον αριθμό των πλευρών του πολυγώνου, ενώ μετακινώντας το σημείο Κ μπορείτε να αλλάζετε την ακτίνα του κύκλου.

Στο κάτω δεξιό μέρος της οθόνης  βλέπετε τα αποτελέσματα των μετρήσεων :

1. Της ακτίνας του κύκλου

2. Του εμβαδού του κύκλου

3. Του εμβαδού του πολυγώνου

4. Του εμβαδού των κυκλικών τμημάτων

5. Και το ποσοστό του εμβαδού των κυκλικών τμημάτων σε σχέση με  το εμβαδόν  του κύκλου.
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Στην συνέχεια ζητάτε από τους μαθητές να απαντήσουν στα ερωτήματα του παρακάτω πίνακα, αφού πρώτα κάνουν ορισμένες μεταβολές στο σχήμα που χρησιμοποιούν.
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	α) Μεταβάλλετε τον αριθμό των πλευρών του πολυγώνου και παρατηρήστε ποια από τα μεγέθη παραμένουν αμετάβλητα (οι τιμές των μεγεθών εμφανίζονται στο κάτω δεξιό μέρος του παραθύρου του Sketchpad).

.......................................................................................................................................................................

β) Αλλάξτε την ακτίνα του κύκλου και κάντε την αντίστοιχη με το α΄ ερώτημα παρατήρηση.

.......................................................................................................................................................................


Μετακινώντας το σημείο Σ και αλλάζοντας τον αριθμό των πλευρών του κανονικού πολυγώνου οι μαθητές θα παρατηρήσουν ότι μεταβάλλεται το εμβαδόν του πολυγώνου, το εμβαδόν των κυκλικών τμημάτων και η ποσοστιαία αναλογία του εμβαδού των κυκλικών τμημάτων με το εμβαδόν  του κύκλου. Οι απαντήσεις στο β΄ ερώτημα προκύπτουν μετά από μεταβολή της ακτίνας του περιγεγραμμένου στο πολύγωνο κύκλου και παρατήρηση των μετρήσεων που παρουσιάζει το Sketchpad.

Τα μεγέθη που μεταβάλλονται αυτήν την φορά είναι το εμβαδόν του κύκλου,

το εμβαδόν του πολυγώνου, το εμβαδόν των κυκλικών τμημάτων, ενώ παραμένει αμετάβλητη η ποσοστιαία αναλογία του εμβαδού των κυκλικών τμημάτων σε σχέση με το εμβαδόν του κύκλου. 

Βήμα 2ο  (Διάρκεια 1 διδακτική ώρα)

Με βάση την εμπειρία που αποκτήσαν από τις προηγούμενες δραστηριότητες ζητάτε από του μαθητές/τριες να απαντήσουν στα ερωτήματα του παρακάτω πίνακα:
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	α)Υποθέστε ότι έχετε δύο κύκλους από χαρτόνι με ακτίνες 5 και 15 εκατοστά. Θέλετε αποκόπτοντας από τον καθένα κυκλικά τμήματα, να δημιουργήσετε ένα κανονικό εξάγωνο και ένα κανονικό οκτάγωνο και η συνολική επιφάνεια των κυκλικών τμημάτων να είναι ελάχιστη. Ποίον κύκλο θα επιλέγατε για την κατασκευή του εξαγώνου και ποίον για την κατασκευή του οκταγώνου; 
..................................................................................... β) Τι θα συμβουλεύατε τον Βιοτέχνη προκειμένου μεγιστοποιήσει το κέρδος του από την παραπάνω δραστηριότητα του. Συμπληρώστε:

Τα εξάγωνα να τα κατασκευάσει από τους δίσκους με ακτίνα………εκατοστών.

Τα οκτάγωνα να τα κατασκευάσει από τους δίσκους με ακτίνα…….…εκατοστών.

Τα δωδεκάγωνα να τα κατασκευάσει από τους δίσκους με ακτίνα…....…εκατοστών.

γ)Δικαιολογήστε την παραπάνω συμβουλή σας.

.....................................................................................

……………………………………………………………………………………………….........................................................................................


Στην περίπτωσή μας είναι εύκολα κατανοητό ότι:

το ποσοστό της επιφάνειας του κύκλου που καταλαμβάνει ένα κανονικό πολύγωνο  είναι σταθερό ανεξάρτητο από την ακτίνα του κύκλου. Ανάλογη ιδιότητα  ισχύει και για την συνολική επιφάνεια των κυκλικών τμημάτων που αντιστοιχούν στις πλευρές του πολυγώνου.
Το ποσοστό της επιφάνειας των παραπάνω κυκλικών τμημάτων μειώνεται καθώς αυξάνει ο αριθμός των πλευρών του πολυγώνου.
Επομένως το «φθηνό υλικό» που δημιουργείται από την μετατροπή των κυκλικών δίσκων σε αστέρια, είναι σε ποσοστό της επιφάνειας του κύκλου, μικρότερο, όσο μεγαλύτερος είναι ο αριθμός των πλευρών του πολυγώνου.

Συμφέρει λοιπόν στον Βιοτέχνη να δημιουργήσει τα δωδεκάγωνα από τους μεγαλύτερους κύκλους και τα εξάγωνα από τους μικρότερους. 
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Διευθύνσεις στο Διαδίκτυο.

1. Πηγαίνετε στο Site του εκπαιδευτικουΦουναριωτάκη
http://users.ira.sch.gr/thafounar/classB/lessons/AreaCircle/areaCircle.htm και θα δείτε μερικούς αξιόλογους μετασχηματισμούς εμβαδών .
(Σε ισχύ Μάιο 2008)

2. Πηγαίνετε στο Site .mathsforyou.gr http://www.mathsforyou.gr/morenews/endiaferuses_stigmes.htm
για να γνωρίσετε μερικές ενδιαφέρουσες στιγμές των Μαθηματικών ανάμεσα τους και ο προσδιορισμός του μήκους και του εμβαδού του κύκλου.

3. http://www.alkeos.eu/edu/llogo/drast.html Πηγαίνετε στην σελίδα του Αλκαίου Σογιούλ  για να δείτε:
 «Μια Δραστηριότητα για την εισαγωγή της έννοιας τουΟρίου με
χρήση της γλώσσας προγραμματισμού LOGO» (Σε ισχύ Μάιο 2008)



4. Πηγαίνετε στην σελίδα  telemath http://www.telemath.gr/mathematical_ancient_times/unsolved_mathematical_problems/unsolved.php για να γνωρίσετε το πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου. (Σε ισχύ Μάιο 2008)

5. Πηγαίνετε στο Site του Φυσικού τμήματος του Πανεπιστημίου Αθηνών για να γνωρίσετε την ιστορία του αριθμού π.
http://www.phys.uoa.gr/~nektar/science/history/pi_constant.htm
6. Πηγαίνετε στο site e-yliko του Υπουργείου Παιδείας  στην Γεωμετρία του γυμνασίου ( Εμβαδόν κυκλικού δίσκου
http://www2.e-yliko.gr/geogymn.htm (Σε ισχύ Μάιος2008)
Σχήμα 5.1
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